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Vorwort 



Die Reformbestrebungen auf dem Gebiete des mathemati- 
schen Schulunterrichts, ,,die Seit zwei Jahrzehnten auf eine 
vertiefte undlebendigereAuffassungdes eigentlichenGe- 
dankeninhalts der Mathematik und auf eine verstärkte 
Berücksichtigung der Anwendungen hinarbeiten"^), 
haben eine wesentliche Förderung erfahren, seitdem Herr Ge- 
heimrat Prof. Dr. F. Klein-Göttingen in einer Eeihe von 
Aufsätzen die Notwendigkeit einer zeitgemäßen Umgestaltung be- 
tont und zugleich Vorschläge zu ihrer Durchführung gemacht 
hat. Die in seinen Schriften^) niedergelegten Gedanken sind 
nicht ohne bestimmenden Einfluß auf die Beschlüsse der 
Kommission geblieben, die im Auftrage der Gesellschaft 
deutscher Naturforscher und Ärzte sich mit der Frage der 
Umgestaltung des mathematisch-naturwissenschaftlichen Unter- 
richts unserer Mheren Schulen zu beschäftigen hatte, zumal Herr 
Geheimrat Klein selbst dieser Kommission als Mitglied angehörte.^ 

An der Klinger -Oberrealschule zu Frankfurt a. M. haben 
einige Fachlehrer die von Herrn Klein gegebenen Anregungen 
in ihrem Unterricht zu verwerten gesucht. Sie sind dabei zu 
der Überzeugung gekommen, daß ein nach den neuen Gesichts- 
punkten betriebener Unterricht wesentliche Vorteile bietet, von 
denen besonders die Möglichkeit einer einheitlichen Ausgestaltung 
und organischen Verbindung bisher isoliert stehender Kapitel, 
sowie die einfachere Durcharbeitung gewisser Gebiete und eine 



^) Bericht der Unterrichtskommission auf der 77. Versammlung 
deutscher Naturforscher und Ärzte ; Meran 1905. — Erschienen bei F. C. W. Vogel, 
Leipzig. 

^) Von diesen Schriften sei besonders hervorgehoben: F. Klein, Über 
eine zeitgemäße Umgestaltung des mathematischen Unterrichts 
an den Schulen Preußens. Leipzig 1904, B. G. Teubner. 

^) Man vergl. den angeführten Bericht. 
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IV Vorwort. 

damit verbundene nicht zu unterschätzende Verminderung des 
Gedächtnisstoffes hervorzuheben wären. Aus diesen erfreulichen 
Erfahrungen aber entsprang der Wunsch, für die eigene Anstalt 
den Stoff zu umgrenzen und methodisch zu ordnen; zugleich 
sollte die Zusammenstellung weiteren Kreisen zugänglich gemacht 
und dadurch ein kleiner Beitrag zur Lösung der schwebenden. 
Frage gegeben werden. 

So ist das vorliegende Werkchen entstanden. Sein Schwer- 
punkt liegt in der Einführung in die Elemente der Diffe- 
renzialrechnung, in der das Ganze durchziehenden, an- 
schaulichen Behandlung der Funktionen und ihres Ver- 
laufes. Die graphische Darstellung führt auf die näherungs- 
weise Lösung numerischer Gleichungen und leitet von selbst zum 
Begriff des Differenzialquotienten über, der sofort zur Lö- 
sung, von Auf gaben aus der analytischen Geometrie herangezogen 
werden kann. Indem zugleich seine Änderung in der abgelei- 
teten Kurve einer Untersuchung unterzogen wird, treten die 
ausgezeichneten Punkte der Grundkurve, die Maxima, Minima 
und Wendepunkte anschaulich in aller Klarheit hervor. 

Bei diesem überall auf die Anschauung gegründeten 
Gange wird nicht nur das Interesse des Schülers immer 
von neuem belebt, es wird auch, was von der größten 
Wichtigkeit ist, das Verständnis des Wesens und die 
Bedeutung der Grundbegriffe der Differenzialrechnung,. 
des Differenzialquotienten und des Differenzials be- 
ständig wach erhalten. 

Die notwendigen Formeln und Reihen sollen stets erst dann 
hergeleitet werden , wenn der vorwärtsschreitende Unterricht 
ihre Anwendung erfordert. Sind sie aber einmal entwickelt, so 
empfiehlt es sich, sie ausgiebig zu benutzen, um die Vorteile 
und die Fruchtbarkeit der Methode zu voller Geltung zu bringen ► 

Das Prinzip der anschaulichen Darstellung, durch das 
sich das vorliegende Werkchen vor den bisher erschienenen 
Büchern über die schulmäßige Behandlung der Infinitesimal- 
rechnung auszeichnen möchte, hat sich nicht überall durchführen 
lassen: die im dritten Abschnitte gegebene Behandlung der Inte- 
gralrechnung weicht von der üblichen nicht ab. Trotzdem glaubte 
Verfasser, der ein allgemein brauchbares Buch schaffen wollte, 
die Elemente der Integralrechnung nicht einfach weglassen zu 
dürfen, um so mehr, als gerade dieser Teil die Anwendung auf 



&. 



Vorwort. V 

grundlegende Probleme der Physik bringt. Fühlt sich aber der 
Lernende im Sattel der Differenzialrechnung sicher, so kann er 
auch den Algorithmus der Integralrechnung ohne Schwierigkeit be- 
wältigen und muß wohlbefähigt sein, einfache Integrale auszuwerten. 

Bei der Abfassung des Buches haben die Erfahrungen nur 
eines Unterrichtsjahres berücksichtigt werden können; seine Be- 
nutzung wird daher sicher manche Mängel aufdecken, deren Be- 
seitigung einer späteren Zeit vorbehalten bleiben muß. Für die 
Mitteilung derartiger Beobachtungen, sowie für die Angabe von 
Verbesserungsvorschlägen würde Verfasser stets dankbar sein. 

Der Unterzeichnete darf das Büchlein nicht hinausgeben, 
ohne seinem hochverehrten Herrn Direktor Dr. P. Bode und 
seinem lieben Freunde Herrn Prof. K. Schwab für die 
mannigfachen Anregungen und die reichliche Unterstützung, die 
sie ihm bei der Abfassung und Drucklegung des Buches in 
liebenswürdigster Weise haben zuteil werden lassen, auch an 
dieser Stelle seinen verbindlichsten Dank auszusprechen. Da- 
durch, daß die Genannten dem Unterzeichneten stets gern mit 
Eat und Tat zur Seite standen, haben sie zur Förderung des 
Werkes ein Wesentliches beigetragen. 

Frankfurt a. M., im März 1906. 

Oskar Lesser. 
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Erster Abschnitt. 
L 

Die Funktion und ihre Darstellung. 

!• Der Funktionsbegrift 

Ändert sich eine Größe y, indem man einer anderen Größe x 
nacheinander verschiedene Werte beilegt, in gesetzmäßiger Weise, 
so sagt man j/ sei eine Funktion von a:, und schreibt, um diese 
Abhängigkeit der Größe y von der Größe x anzudeuten, 

y=f(x) 1) 

Dabei wird x als die unabhängige Variable, y aber als 
abhängige Variable bezeichnet. 

Beispiele: Mit der Änderung der Temperatur des ein Thermo- 
meter umgebenden Mittels ändert sich die Höhe der Quecksilber- 
säule; es ist also die Höhe der Quecksilbersäule von der Tempe- 
ratur abhängig, sie ist eine Funktion der Temperatur. Ebenso 
ist der Inhalt eines Dreiecks mit gegebener Grundlinie eine 
Funktion der Höhe, der Weg eines in Bewegung befindlichen 
Körpers (Punktes) eine Funktion der Zeit usw. 

Das Abhängigkeitsverhältnis der Große y von der Größe x 

wird durch eine, die beiden Größen x und y verbindende Glei- 
chung bestimmt. 8etzen wir z. B. 

y = mx + q, 

oder mx^-]-nxy'\'Vy'^-\-qX'{'ry-]-8 = 0j 

oder y = cos x + log x, 

so definiert jede dieser Gleichungen die Unbekannte y als eine 
Funktion der anderen x, und umgekehrt. Denn, sind x^ und y^ 
zwei einander zugehörende Werte der vorgelegten Gleichung, 
und x^ , y^ zwei ebenfalls einander zugehörende Werte derselben 
Gleichung, so entspricht der Änderung Ax = x^'—x^ der Größe x 
eine bestimmte Änderung ^ y = yg — y^] es ist also mit jeder 

Lesser, Infinitesimal-BechDung. 1 



2 Erster Abschnitt. I. Die Funktion und ihre Darstellung. 

Änderung des Wertes von x eine bestimmte Änderung des zu- 
gehörigen Wertes von y verbunden. 

Stetigkeit der Funktionen. 

Ziehen in einer Funktion 

beliebige kleine Änderungen A x sich einander anreihende Ände- 
rungen A y nach sich , sodaß mit einer kontinuierlichen Ände- 
derung von x eine kontinuierliche Änderung von y verknüpft 
ist, so heißt die Funktion stetig. Sie wird unstetig, wenn bei 
kontinuierlicher Änderung von x eine sprungweise (nicht zu- 
sammenhängende) Änderung des Wertes y eintritt. 

2. Einteilung der Funktionen. 

Denkt man sich die zwischen x und y bestehende Gleichung 
nach y aufgelöst, so erhalt^ wir eine neue Gleichung in der 
Form (1) 

die y als explizite Funktion von x darstellt. Ist die gege- 
bene Gleichung nicht nach y aufgelöst, so schreiben wir für sie 
abgekürzt 

f{x,y) = o 2) 

und nennen dann y eine implizite Funktion von x. 

Im folgenden werden wir uns hauptsächlich mit expliziten 
Funktionen zu beschäftigen haben. 

Algebraische und transzendente Funktionen. 

Die Funktion y = f{x) wird eine algebraische Funktion 
genannt, wenn bei der Bildung der y und x verbindenden Glei- 
chung nur die gewöhnlichen algebraischen Operationen (Addition, 
Subtraktion, Multiplikation, Division, Potenzierung der Variablen 
und Wurzelausziehung) Verwendung gefunden haben. 

Die algebraischen Funktionen zerfallen in rationale Funk- 
tionen, die die Wurzelausziehung vermeiden, und irrationale 
Funktionen, bei denen die Unbekannten (oder eine von ihnen) 
im Eadikand einer Wurzel auftreten. Die rationalen Funktionen 
wieder unterscheiden sich in ganze rationale und gebrochene 
rationale Funktionen. 



3. Wertetabellen und graphische Darstellung von Funktionen. 3 

Beispiele. Eine ganze rationale Funktion ist: 

y = 5a:8 — 7x^ + 1 x + Vö; 

eine gebrochene rationale Funktion: 

_1 __5_x_ 

eine irrationale Funktion: 

y = Yx + V^X^ — 10. 

überschreiten die in einer Funktion verwendeten 
Rechenoperationen die erwähnten, so heißt die Funk- 
tion transzendent. 

Beispiele: y = a^ -^nx 

y = e* + cosa;; y = lga;; y = lx'\-t^x 

X — n -j/ajp — x^ 

3. Wertetabellen und graphische Darstellung von 

Funktionen. 

Die Abhängigkeit der Größe y von der Größe x tritt klar 
hervor, wenn man die Gleichung y = f{x) für eine Reihe anein- 
anderliegender Werte von x „auswertet", d. h., wenn man für 
die fortlaufende Reihe der Werte x die zugehörigen Werte y be- 
rechnet und die Resultate in einer „Wertetabelle" übersicht- 
lich zusammenstellt. 

Beispiele. 

1. Es soll eine Wertetabelle für die ganze rationale Funktion 

y = x^ — 2x^ — 5i» + 7 
für x= — 5 bis flC=-|-6 aufgestellt werden. 

Setzen wir für x der Reihe nach die Werte x= — 5, — 4, 

— 3, . . . -|~ 4> "i" 5,»+ ö ®i^» so erhalten wir als zugehörige Werte: 

für a;= — 5 1 — 4 1 — 3 1 — 2 1 — 1 | 1 -f 1 1 -f 2 | + 3 1 -f 4 1 + 5 1 -f 6 



wirdy= ... | ... |-23| + 1 | + 9 | + 7 | -j- 1 | — 3 | + 1 1+19 

Man führe die Tabelle, soweit sie unvollständig ist, aus! 

Betrachten wir jedesmal die zueinander gehörenden x^ und 

y^ als Koordinaten eines Punktes der Ebene, so entsprechen der 

Tabelle so viel Punkte der Ebene, als wir Wertepaare berechnet 

1* 
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habeo. Indem wir diese Punkte durch einen Linienzng {^nrve) 
verbinden, sind wir im stände, annäherungsweise auch für ge- 
brochene Werte von x die Werte y anzugeben. Tragen wir die oben 
erhaltenen Punkte in ein Koordinatensystem ein, indem wir so- 
genanntes Millimeterpapier benutzen und die Einheit der Abszisse 
mit 1 cm, die der OMinate aber mit 1 mm annehmen (Ver- 
kürzung 1:10), so erhalten wir das Bild der Fig. l, das erkennen 
läßt, daß z.B. dem Werte a: = 0,9 ein Wert j/=-f 1,6..., dem 
Werte x= — 1,5 ein Wert y ^ 6,6 . . . entspricht. Welches sind 



die genauen Werte von y für ir^=-i-0,9 und a;= — 1,5? Für 
welche ungefähren Werte von x wird y = 0? 

Man zeichne die Kurve der Figur l auch unverkürzt. Ent- 
spricht dem höchsten oder tiefsten Punkt der unverkürzten Kurve 
auch der höchste oder tiefste Punkt der verkürzten Kurve? — 
Man schneide die unverkürzte Kurve durch eine Gerade und 
zeichne die entsprechende Gerade im verkürzten Bild. Welche 
Eigentümlichkeit besitzen beide Gerade, und in welchem Ver- 
hältnis stehen die Eichtungsgrößen beider Geraden? 
2, Ffir die gebrochene rationale Funktion 
_ 4iC 
^ (X— 2)* 
ei^ibt sich die Wertetabelle 

a,= _4| -3 |-2| -1 |0| + l| -f-2| + 3|+4| + 5| + 6| -| -7|+8 
y=. ... -U,48i-0,5;-0,«!01 + 4| oo !+12i + 4| . .;. \ ... \ ... j ... 



3. WerUtBbellen und |;raphi3cbe Barstellnng von Funktionen. 



und als " 
Fig. 2 ( 



für x = 
chem F 
die Kur 



| + l| + 2| + 3[ + 4| + 5 1^ 

I ±1 | + i,4|±i,7| ... , ..".": ... 
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sodaßwirdieKurve 
der Fig. 3 erhalten. 
"Wie groß ist dem- 
nach (angenähert) 
V2^, V M, . . . ? 
In welchem Punkte 
schneidet die Kurve 
die ar-Achse? 

4. Die transzen- 
dente Fonktlon 
y^8lnx-\-8\a2ie 
soll graphisch dar- 
gestellt werden. 

Da uns die Sinus 
von 0, ^(=30*^, 

5{=6or.^,_».| 

bekannt slnd,'1 
setzen wir für x der 

Reibe nach ■ ^ , 

1--, 2-", 3-,... 
6 6' 6' 

und erhalten als zugehörige Werte von y 0, Vs4"Vsl^^' V«V^ 

+ V„V3, 1+0,..., oder 



y = 0|),37..|l,73..| 1 | |-0,37J 1 ... | ... j ... | 

Dieser Wertetabelle entspricht aber die Kurve der Fig. 4. 
Für welche Punkte der Kurve wird y = 0? 



4. Daratelliuig von Knrven als Reaultierenden von Einzelkurven. 



4. Darstellung von 
Kurven als Resultieren- 
den von Einzelkurven. 

Ist y als eine Sammc von 
Funktionen von x gegeben (vgl. 
die Beispiele 1 und 4), so läßt 
sich unter Umständen die gra- 
phische Darstellung erleichtern. 

Sei 
und setzen wir 

SO wird 

y=yi + yi + --- ■ 

Demnach können wir zu- 
nächst die Einzelkurven yi=/i (x); 
y^ = f^{x) . . . darstellen und 
danach aus ihnen die gesuchte 
Kurve y^f{x) durch Summie- 
rung der y,- beBtimmen. 

Wir wählen als Beispiel 
das soeben unter 4) behandelte, 
für das wir die Tabelle erhalten 



,= 


T ! 25 8| [ ... 1 ... ' 1 ... 


S,_!ln«_0 


V, V,V8| 1 ... i ... 1 ... 


y, = 8in2«= 


■;.# '/,vsj ... 1 ... : 1 ... 



Daraus folgen Jtir y^ = f^ {x) und y^ = f^ (x) die beiden 
gestrichelten Kurven der Fig. 5, und aus diesen ergibt sich durch 
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punktweise Sammierung der einander entsprechenden y^ die 
stärker ausgezogene Kurve der gleichen Figur. 

Anmerkung: Die Darstellung einer Kurve als Kesultierende 
von Einzelkurven findet in der Physik häufig Anwendung (Inter- 
ferenz zweier Schwingungen). 

Aufgaben. 
Man stelle folgende 
Funktionen graphisch dar: 

1. y^x; j/ = 2i+ö; j/=3. 

2. p^x*;y^x';y^=x*;... 

3. j/ = Vic; y = V x; . . . 

i. y = 3x^-\-Sx-{-2;y = mx* 
-\-nx4-q. 

5. x^-\-y^^25; x^-\-y^ = r^. 
" -1. 



6. 


4»» 


+ 9!,>=36i^ + |,. 


7. 


4»' 


_9s'_86,J-f:. 


8. 


* = 
V- 


!'+«._ 71 + 12. 


9. 


a;VlOO — y^ 








10 


y- 










Vi'— "if 


11 


y = 


= Bin:E; y^cosa:; 




S = tg»! y — Ctg». 


12 


y 


-sma: + Va8in2 3^. 


13 


y = 


= sma: + cos3a;. 
sinx 


14 


V- 


~ W^' 


16 


y- 


»Bini+tgi. 


16 


y^ 


= log.. 


17 


y- 


^sini-l-loga:. 


18 


y-- 


= log a; — log 2«. 


19 


y= 


-2"! j-o-. 


20 


y- 


= a:logx. 



n. 

NäherungSTireise Lösung nume- 
rischer Gleichungen. 

Die durch die Gleichung y = /"(») bestimmte Kurve schneidet 
die a:- Achse des Koordinatensystems in allen den Kurvenpunkten, 
in denen y, und also auch f{y) = ist. Die Abszissen dieser Schnitt- 
punkte sind daher zugleich Wurzeln der Gleichung f(x) = 0. 

Liegt nun eine Gleichung 

a^jX^^+a^a;"— ^4-^2^'*""^+-- -+^»1 = ^ . . . 1) 
mit numerischen Koeffizienten «o» ^i» •••^n ^^^» ^^ kann die 
linke Seite nur dann verschwinden, wenn man einen der Wurzel- 
werte der Gleichung für x einführt; für jeden anderen Wert von 
X erhält man einen von abweichenden Wert 

y = ao> + a^a:»-i + a2X"-2_^...-f a^ (:^0) . l') 

Diese Gleichung stellt eine Kurve dar; die Abszissen 
ihrer Schnittpunkte mit der a;-Achse sind die (reellen) 
Wurzeln der vorgelegten Gleichung 1). 

Die Aufgabe, die Wurzeln einer numerischen Gleichung 1) zu 
bestimmen, ist demnach dieselbe wie diejenige, die Abszissen der 
Schnittpunkte der Kurve y = f(x) mit der a:- Achse des Koordinaten- 
systems aufzusuchen. Indem wir die Aufgabe in dieser Weise 
neu auffassen, erhalten wir zum Teil außerordentlich bequeme 
Hilfsmittel zur Auswertung numerischer Gleichungen. 

1. 

Lösung derGleichungen von derForm x'^+px+q-^-O 
mit Hilfe der Parabel y=x'^'(n>0). 

Ist eine numerische Gleichung von der Form 

x*^ -\-pX'^q = 2) 

gegeben, in der n eine positive, ganze oder gebrochene Zahl be- 
deuten soll, so kann man setzen 

y = x*» 3a) 
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wodurch 2) übergeht in 

y-\-px + q = 3b) 

Diese beiden Gleichungen (3a, 3b) bestimmen zwei Kurven, 
eine Parabel »ter Ordnung (3a) und eine Gerade (3b), die 
eich In einem Punkte x^, y^ schneiden mögen. Da demnach die 
Abszisse x^ jedes aolchen Schnittpunktes die beiden Gleichungen 3a) 
und 3 b) zugleich befriedigen muß, muß sie auch der Gleichung; 2) 
genügen: d. h. x^ ist eine Wurzel der vorgelegten Gleichung 
a^-f-pa;-j-2 = 0. Man kann daher die reellen Wurzeln der 
Gleichung 2) annäherungsweise auf dem Wege der graphischen 
Darstellung finden, indem man die Parabel y^af zeichnet, durch 
sie die Gerade y-\-px~\-q = hindurchlegt und die Abszissen 
der Schnittpunkte beider Kurven bestimmt. 

Beispiele und Aufgaben. 

1. Ks sollen die 
reellen Warzeln 
der Gleichnng 
ac*-l,5x-2 = 
angenähert be- 
stimmt werden. 

Lösung. Die 
Parabel y^x'' ist 
in Aufgabe^, SeiteS 
konstruiert worden. 
Es ist die Kurve p 
der Fig. 6. Die Ge- 
rade y = l,bx-\- 2 
ist in derselben Fi- 
gur als Gerade g 
eingetragen. Indem 
wir Millimeterpa- 
pier benutzen, fin- 
den wir als Ab- 
szissen der Schnitt- 
punkte der Kurven 
p ttnd g ungefähr 

a;^ = — 0,86 
und a:„ = + 2,35, 



Die kubische Gleichung in der Normalform. H 

und das sind, angenähert, die Wurzeln der Gleichung. — Lösen 
wir nach der rechnenden Methode aus, so folgt aus 

x^—^x — 2 = 
2 

4 — 4 
und a;jL = 2,3508.., a;2 = — 0,8ö08. 

Wir haben also auf dem ersten Wege die Wurzeln ziemlich 
genau ermittelt. 

Anmerkung. Da die Parabel y = x^ für alle Gleichungen 
x'^-\-px-{-q = dieselbe ist, braucht man sie für alle vor- 
kommenden Fälle (in genügender Ausdehnung) nur einmal zu 
zeichnen und durch sie dann die im einzelnen Fall durch p und q 
bestimmte Gerade g hindurchzulegen. 

2. Man soll in gleicher Weise, unter Benutzung der Parabel 

y = 'Vx (vgl. Aufgabe 3 der Seite 8), die angenäherten, reellen 
Wurzeln der Gleichung 

Vx — x + ^ = 

bestimmen. 

Die kubische Gleichung in der Normalform. 

3. Die reellen Wurzeln der Gleichung 

oc^ — ^x — l = 
sollen ermittelt werden. 

Indem wir die in Aufgabe 2, Seite 8 gefundene kubische 
Parabel y = a:^, d. i. die Kurve p der Fig. 7 benutzen und die Ge- 
rade y==3x-\-l durch sie hindurchlegen, finden wir als Schnitt- 
punkte /Sj, Äg, iSg, deren Abszissen wir aus der Figur entnehmen 
als (ungefähr) 

a:i = — 1,45; x^ = — 0,db} a:3 = 4-l,83. 

Da alle drei Wurzeln der Gleichung reell sind, müßten 
wir, um uns von der Brauchbarkeit der gefundenen Resultate zu 
überzeugen, die vorgelegte Gleichung trigonometrisch lösen, 
was empfohlen sei. Statt dessen bilden wir hier die Wertetabelle 
der Kurve y = x^ — dx — 1, 
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I +1 1 ... 

konstruieren die Kurve k, 
die sich ans der Tabelle 
ergibt, und linden nnn, 
daß die Kurve in der 
Tat in den Punkten 
a; = ~l,4Ö; Xj = — 0,36; 
x^^ -\' 1,83 die ar-Achse 
schneidet, 

Anmerfeung. Bei Lö- 
sung von Gleichungen des 
dritten {und höheren) Gra- 
des empfiehlt es sich, die 
Parabeln, je nach der Lage 
der Geraden ff^^y-fp 3;+ g, 
verkürzt (oder, wenn in 
^ = 1" der Exponent ge- 
brochen ist, verlängert) 
' darzustellen, um einen 
gi'ößeren Wertebereich zu 
erhalten und zugleich Feh 
1er zu vermeiden, die ans 
einem zu spitzen Schneiden 
der Kurven p und g ent- 
stehen. Es ist daher vor- 
teilhaft, mehrere Diagram- 
me in Bereitschaft zu hal- 
ten, um in jedem Falle die 
Wurzellage der Gleichung 
mit einiger Sicherheit an- 
geben zu können, 

4. Mit Hilfe der Pa- 
s 
rabel y^Vx sollen die 
(ungefähren) Wurzeln 
der Gleichung 



ermittelt werden. 
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5. Wie lassen sich Näherungswerte für die Wurzeln 
der Gleichungen 

x^-\'px-\-q = 



und 
bestimmen? 



4,— 



'Vx-\-px-{-q = 0. 



2. 

Auswertung numerischer Gleichungen nach der 

Regula falsi. 

Durch die graphische Darstellung der Funktionen wird offen- 
bar, daß zwischen zwei Werten von Xy x^ und jr^ , eine Wurzel w 
der Gleichung y = f(x) = liegen muß, wenn die beiden ent- 
sprechenden Werte y^ und y^ entgegengesetzte Vorzeichen be- 
sitzen. Sind nun durch Aufstellung der Wertetabelle für y = f{x), 
oder durch graphische Darstellung der Funktion, zwei solcher 
Werte x^ und x^ gefunden, und sind für den Kurvenpunkt P 
die Abszisse x = x^, die Ordinate y==ya'= f{^a) = 4" ^^ ^^r ^i ^^^r 
x = x^ und y = yj,^ f(x^ = — 6 , so kann man, indem man für 
den Bogen PP^ die Sehne PP^ setzt, als genaueren Näherungs- 
wert x^ der wahren Wurzel w die Abszisse des Schnittpunktes S 
der Sehne PP^^ mit der a;- Achse berechnen (vgl. die Fig. 8). 

Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke PFS und P^^ÖÄ folgt, 
da.8F = 0S— OF^x^— x^ und 8G=^00— OS =Xj^—x^ ist, 



X 



w 



^a'^6 — ^«, = «-& 



oder 



X 



w 






Dabei ist zu beachten, daß 
es sich in a und & um die ab- 
soluten Beträge der Ordinaten 
handelt. 

Ist nun y^ = f(xj positiv, so 
liegt die Wurzel w der vor- 
gelegten Gleichung zwischen 
x^ und Xj^; ergibt sich aber 
yw = fi^w) negativ, so ist w 
in die Grenzen x^ und x^ ein- 
geschlossen. Die Grenzen sind 




Fig. 8. 
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also jedenfalls enger gezogen worden und lassen sich nun durch 
wiederholte Anwendung desselben Verfahrens beliebig eng ziehen. 

Bemerkung: Über die Auswertung numerischer Gleichungen 
nach der Newtonschen Methode siehe Seite 49. 

Beispiel. Die Wurzeln der Gleichung 

sollen näherungsweise ermittelt werden. 

Die hier gegebene Funktion y = f(x) ist in Fig. 1 dargestellt 
worden. Wir erkennen sofort, daß drei reelle Wurzeln vorhanden 
sind; diese liegen zwischen 

W a:^ = — 2,1 und a:, = — 2,0 

(x^) a:^ = 2,85 und a;j, = 2,95. 

Wir wollen die Wurzel x^ genauer bestimmen und zunächst 

annehmen, die Wurzel liege zwischen x^ = — 2,2 und Xj^== — 2,0. 

Dann folgt a = y^ = /'(a:^)== — 10,648— 9,68 + 11 + 7 = — 2,328 

6 = y6 = /'W = — 8 — 8 + 10 + 7=+l 

— 2,2- 1 — 2,0- 2,328 ^ ^^ 

und somit wird x^ = ^ ^^^ , ^ — = — 2,06 . 

** 2,328+1 ' 

Nun ist y^ = /*(a:J = — 8,7219 — 8,4872 + 10,3 + 7 = + 0,0909 

positiv; die Wurzel w liegt also zwischen 

ic^ = — 2,2 und a;j^ = — 2,06, 

und zwar, da /•(a;J = — 2,328, /'(a;^,) = + 0,0909 ist, viel näher 

an — 2,06 als an — 2,2. Setzen wir daher x^ = — 2,1 und 

Xj^ = — 2,06, so wird 

a = /•(— 2,06) = + 0,0909 

& = /•(— 2,1) = — 0,58, 

und es folgt als weiterer Näherungswert von w 

— 2,1 . 0,0 909 — 2,06 • 0,58 

0,671 

mit /•(— 2,0656) = — 0,018. 

Die Wurzel w liegt also zwischen — 2,060 und — 2,0656; 

sie ist also w^^ = 2,06 . . . u. s. f. (vgl. das Resultat mit der Fig. l). 

In gleicher Weise lassen sich die beiden anderen Wurzeln 

der gegebenen Gleichung genauer bestimmen. 

Aufgabe: Man soll die Gleichung 

x^— 2x^—5x^1 = 

auf die Normalform bringen und ihre Wurzeln nach der 

unter 1 gegebenen graphischen Methode bestimmen. 



^,.= ' r.nn. ' ^ = —2,0656, 



Zweiter Abschnitt 

Die Differenzialrechnung. 



Erster Teil, 

Die Differenziation von Funktionen nebst einfachen An- 
wendungen aus dem Gebiete der Mathematik. 

I. 
Der Differenzen- und der Differenzialquotieni 

Ist y = fix) 

die betrachtete Funktion und MN (Fig. 9) ein Stück ihres „Ver- 
laufes**, so gehört zu einem bestimmten Wert x^ ein bestimmter 
Wert y^ (bzw. mehrere solcher 
Werte). Geben wir dem x einen ge- 
wissen Zuwachs, den wir früher be- 
reits mit A X bezeichnet haben, so ent- 
spricht dem Werte x^-^-Ax ein neuer 
Wert ya-[-Ay, wobei Ay, je nach 
dem Verlauf der Kurve y = f(x) posi- 
tiv oder negativ sein kann. 

Jeder Zuwachs Ax der un- 
abhängig Variablen x hat dem- 
nach einen nach Größe und Sinn 
bestimmten Zuwachs Ay der abhängig Variablen zur 
Folge. 

Diese beiden Zuwachswerte A x und A y bestimmen als Katheten 

ein rechtwinkliges Dreieck PP-^B, dessen Hypotenuse die Sehne 

des Kurvenbogens PP^ darstellt. Der Differenzenquotient 

Ay 

-—^ ist demnach die trigonometrische Tangentedes Win- 
zig 




Fig. 9. 
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kels, den die Sehne PP^ mit der Richtung der positiven 

Ay __ 

X-Achse bildet; -1— ist die Richtungsgröße der Sekante PP^. 

Lassen wir nun den Zuwachs Ax kleiner und kleiner werden, 

so wird, da dann der Punkt P^ sich dem Punkte P immer mehr 

nähert, auch Ay immer kleiner und kleiner, und die Sekante PP^^ 

nähert sich mehr und mehr der Kurventangente im Punkte P. 

Wird endlich Ax unendlich klein, so ist der Punkt P^ dem 

Punkte P unendlich benachbart, und die Sekante PP^ geht in 

die Tangente in P über. Dann ist auch das Ay — Stetigkeit 

der Funktion vorausgesetzt — unendlich klein geworden, und 

Ay 

der Differenzenquotient -r- ist, als Ausdruck von der Form — , 

scheinbar unbestimmt geworden. Man erkennt aber sofort, daß 

Ay ' _ 

-7— auch hier, als Richtungsgröße in P, einen bestimmten Wert 

Ax 

behalten muß, und es wird unsere Aufgabe sein, diesen Wert 

zu ermitteln. Zum Unterschied von dem endlichen Zuwachs Ax 

bezeichnen wir den unendlich kleinen, dem Grenzwert sich 

nähernden Zuwachs von x mit dx, den entsprechenden unendlich 

dy 

kleinen von y mit dy und nennen den Richtungskoeffizienten -y— 

ax 

der Kurventangente in P den Differenzialquotienten der 

Funktion y = f{x), dx und dy selbst aber Differenziale von 

X bzw. von y. 

Danach können wir definieren: 

Das Differenzial du einer Größe ti ist der Grenzwert 0, 
den der Znwachswert A u bei stetig fortschreitender Verkleine- 
rung erlangt. 

In Zeichen: du = lim. Au 

Wir erkennen, daß ein Differenzial, als Summand zu 

einer endlichen Größe hinzugefügt, kein cÄnderung dieser 

Größe bewirken kann, und, daß der Differenzialquotient 

dy 

-y— der Grenzwert des Differenzenquotienten ist, wenn 

ax 

Ax = wird. In Zeichen: 

^= lim 41^. 
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Dieser letzten Gleichung geben wir sogleich eine für die 
praktische Anwendung brauchbare Form, indem wir setzen 

also y-{-Ay = f{x'-\-Ax)j 

woraus folgt Ay = f(x-\- Ax) — f{x), 

o^er Ay_f(x-{-Ax) — f(x) 





Ax Ax 


Danach wird 




dy 


f(x + Ax)-f(x) 



dX Ax^o ^^ 

Die geometrische Bedeutung des Differenzialquotienten hat 

sich bereits oben ergeben: 

dfi 
Der Differenzialquotient -=^ einer Funktion y=f(x) ist 

die Eichtimgsgröße der Tangente der durch y =f(x) bestimmten 

dy 

Kurve, oder, ausführlicher: Der Differenzialquotient -r 

ax 

ist die trigonometrische Tangente des Winkels, den die 
geometrische Tangente der Kurve y = f(x) mit der posi- 
tiven a?-Achse bildet. 

Aufgaben: 

1. Man soll die Richtungsgröße y' der Geraden y == n^x -{- q 
bestimmen. 

Lösung: Es ist hier 

y' = ^ = lim [^(^ + ^^) + g] — [^^ + g] 

dx Ja; = o Ax ' 

oder, da [w (a: -j- ^ ^) -h 5^] — [^^ + ^] ^^ 

Ax Ax 

ist, dy 

— — = lim m = m. 
dx jx=o 

2. Man soll den Differenzialqnotienten \f = -- der Fnnk- 

dx 

tionj/ = iK^ bestimmen. 

Lösung: Hier ist 

, dy ^, (x-{-Axy — x^- 

y =- - = hm ^ — ' — -r-' , 

dx Ax=o Ax 

oder, da 

(xA-AxY — x^ 2xAx + Ax'^ , , 

Ax Ax ' 

Lesser, Infinitesimal-Bechnung. 2 
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Welches ist demnach die Eichtiingagröße der Tangente von 
= x^ in den Punkten x = 0; a: = +l? 

3. £b Boll die RichtuogsgröBe der Tangente der Parabel 
= x* im Punkte ae = bestimmt werden. 

Lösung: Hier wird 



oder, da 

(x-\-A x)'' — x^ _3x^Ax-\-SxAx*-{'Ax' _ 



3a:*-f-3xJar+Ja:' 



Für 21 = wird nun y' = -7^=^0, d. li. die Tangente der 

Parabel y^x^ im Punkte x^O ist der »-Achse parallel. Da 
mit x^=0 auch y = x^^O ist, folgt weiter, daß die x-Aehse 
selbst Tangente der Kurve ist. 

4. Man soll die RichtnngsgrSße der Tangente der Kurve 
!/ = »•■ — 2«* — 5ir+7 
bestimmen. 

Lösung: Hier wird 
^ _ ^ _ ,i„ [(» + /l»)'-2(» + J»)'-5(»+J»)+7 ] 
dy j,=o dx 

— [x"— 2x^ — 6 x-\-7 ] 

Führen wir den Quotienten aus, so folgt 

Zx^Ax-\-ZxAx^-\-Ax*~~ixäx — 2Ax*'—bä x 

= 3 3;' — 4a; — 6-f(3a; — 2)zJa; + J2:', 



— b-\-{?,x~2)Ax-\-Ax'^=Zx^—\x—b. 

Unter welchen Winkeln schneidet die Kurve die i-Achse? 
(Man vgl. Fig. 1, beachte aber die Verkürzung.) 
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Man bestimme ferner die Differenzialquotienten y* für 

ö. y=^x^ Resultat: y'^^x^. 

6. y=a:24-2 

7. y = 3a;2 + 5 

8. t^ = 3a;^ — 2a;2 + 5a; — 9 



x^ 



9. y = — — 5a; + 2 



7) 



2^' 

y 
y 


— 2x, 

— 6x. 

— 9x^ 


— 4 


»+ö. 


y' 


— x^- 


-5. 




y 


— 4r^ 


+ 4 


a:. 



10. y = x^ + 2x^—ll 

Bemerkung: Einzelne der behandelten Funktionen sind 
graphisch darzustellen, die Tangenten zu konstruieren und ihre 
Richtungsgrößen mit den gefundenen Resultaten zu vergleichen. 

II. 

Die Gleichung der Kurventangente und 

Kurvennormale. 

1. Die Gleichung einer Geraden, die durch einen gegebenen 
Punkt jr^, y^ geht, und deren Richtungsgröße m ist, lautet 

y—^a 



m. 



x—x^ 



Ist nun eine Kurve y = f{x) gegeben, und sei a:^, y^ ein 
Punkt derselben, so ist die Richjungsgröße der Kurventangente 

dy 
daher ist die Gleichung der Kurventangente in x^, y^ 

y—Va ^^y \>. 

2. Die Gleichung einer Geraden, die durch einen gegebenen 
Punkt a:^, y^ geht und auf einer Geraden mit der Richtungs- 
größe m senkrecht steht, ist 

y—yg^ 1. 

X — x^ m ' 

demnach ist die Gleichung der Geraden, die durch den 
Kurvenpunkt x^, y^ geht und auf der Tangente in x^, y^ 
senkrecht steht 

y—Va ^ dx 

X — Xa dy ' 
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ir Tangente Benkrechte Gerade wird als Normale 

ezeichnet. 

il und Aufgaben. 

>llen die GleichnDgen der Tangente nnd der Nor- 

rabel y = x^ im Punkte aCa, ]/a bestimmt werden. 

': Nach Aufgabe 2 der Seite 17 ist 

dx 
ÜchtungsgröÖe der Kurventangente im Punkte *„, y^ 



ehung der Normale 

J^IZJ'i = ?_ 

X — x^ 2x^' 

äert man die erste Gleichung aus, iind beachtet, 
ist, so ergibt eich die bekannte Form der Tangenten- 
r Parabel 

itimme die Gleichnngeii der Tangente und Normale 
beln 

2. y^=x*, 

3. y = x*; 
ie Kurven: 

4y = ^ 3^ + 1. 

6. 1/ = «!»— 2a!* + 5, 
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III. 

Tangente nnd Subtangente; Normale nnd 

Subnormale. 

An eine Kurve y = f{x) sei im Punkte P die Tangente ge- 
zogen, die die x- Achse in 

T schneide; ebenso sei die p 

Normale errichtet, die die 
a:- Achse in N schneiden 
möge. Die Ordinate PF 
des Punktes P sei mit y^ 
bezeichnet. 

Man nennt dann 
die Strecke 

PT die Tangente (e), 
PN die Normale (n), 

FT die Subtangente (««), 
FN die Subnormale {s^ 

der Kurve y = f{x) im Punkte P. 

Da die Gleichung der Tangente im Punkte x^, y^ 

y—ya ^y 




Fig. 10. 



X — x^ dx * 



die der Normale 



y — Va 



X — x 



a 



dx 
dy 



ist, folgt 



dy 



^PNF = arctg 



dx 



dy 



Danach ergibt sich aus der Figur 

y 



s^=FT= 



y dx 



tgPFF dy ^ dy' 



dx 



8n^FN = y'tgPNF = y 



dy 
dx' 



wobei wir jedesmal y statt y^ (und x statt x^ gesetzt haben. 
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Ebenso folgt 
t = PT = y 



\dy) 



oder 






^y 



n 



=l^V^^'+^y' 



Nun ist, wieausFig.il ersichtlich, zunächst /da;^-j-Jy^=PPj ^ 

wobei unter PP^ die Sehne des 
Kurvenbogens PP^ verstanden 
ist. Gehen wir vom endlichen 
Ax zum Differenzial dx über, 
so wird Ay zu dy und die 
Sehne PP^ fällt mit dem un- 
endlich kleinen Bogen PP^ 
zusammen. Bezeichnen wir 
das Bogendifferenzial PP^ 
(für Ax = o) mit ds, so ist dx'^ 
-\~dy'^^= ds^^ und unsere beiden 




Fig. 11. 
letzten Gleichungen gehen über in 



n=PN=y 



ds 
ds 



Beispiel und Aufgaben: 

1. Es soll Tangente und Xorniale, Snbtangente und Subnor- 
male für die Parabel y = x^ bestimmt werden. 

dy 



Lösung. Da hier -j- = 2x ist, folgt 

dx 



5^= / = — ~; oder, da y 

ZX 2 X 

8„ = y'2x = 2xy 



x^ ist, 8. 



t 



X 



17 



y 



Ä = 2 a; 

n 

X 



3 



<= 2/ Vi -f- {l:2xf = -^VTx^+T oder t = —V4: x"" -\- 1 

uX u 



n 



yVl + 4x^ 



oder n = a:^V4a;^-(-l. 
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2. In gleicher Weise behandle man die Kurven: 

2. y = a;^ 

3. y = 2a;^— 1, 

4. y = a;* — 2 a; -|- 1 , 

5. y = x^. 

3. Man konstruiere die unter 2. gegebenen Funktionen und 
vergleiche die durch die Zeichnungen gefundenen t- und w- Werte 
mit den durch die Rechnung erhaltenen. 

IV. 

Herleitung der Differenzialformeln. 

dy 

Der Differenzialquotient — — stellt sich, wie die Aufgaben 

dx 

der vorigen Kapitel gelehrt haben, wiederum als eine Funktion 

der unabhängig Variablen x dar. Man nennt die erhaltene neue 

Funktion die erste Abgeleitete oder erste Derivierte der 

ursprünglichen und bezeichnet sie kurz als y' = /' (x). Demnach ist 

^ = lim /-(^ + ^;)-^(^) _y.^^(^). 

dx Ja; = o ^^ 

Das durch diese Gleichung angedeutete Verfahren, das wir 
für einzelne ganze rationale Funktionen bereits angewendet haben, 
wird als Differenziation der abhängig Variablen y nach 
der abhängigen x bezeichnet. — 

Wird eine Funktion y = f(x) graphisch dargestellt und zu- 
gleich mit ihr auch ihre erste Derivierte, so gibt jede Ordinate 
der abgeleiteten Kurve den Wert der Richtungsgröße der 
Tangente für die Hauptkurve an; die erste derivierte Kurve 
kann daher als Richtungskurve der Hauptkurve bezeichnet werden. 
Besitzt die erste Derivierte einer Funktion selbst wieder eine erste 
Derivierte, so wird diese die zweite Abgeleitete oder zweite 
Derivierte der Grundfunktion genannt; die Ableitung der 
zweiten Derivierten ist die dritte Derivierte der Grund- 
funktion u. s. f. 

Um die — einfache oder wiederholte — Differenziation einer 
Funktion nicht für jeden einzelnen Fall durchführen zu müssen, 
leiten wir im folgenden eine Reihe von Regeln und Sätzen ab, 
nach denen wir weiterhin differenzieren werden. 
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I. Die Derivierte einer additiven Konstanten ist Nnll. 



worin c eine Konstante bedeutet, so wird 

dy _ ^.^ [t{^+i^) + c\-[f(x) + c)] __^. J{x+^x)-t{,) ^ 

dx äi=o ^^ dxma '^X 

Ist f(x) Tür alle Werte von x gleich 0, so ist auch f (x) = 0, 
und es folgt 

y = C 
'"'*' -^ = 

n. Besitzt eine Funktion einen konstanten Faktor, y^c- fix), 

so Ist ihre Derivierte gleicb der Äbleltnng f {x) von f(x), 

multipliziert mit dem konstanten Faktor; 



dx 
Beweis: Aus y = c-f(x) folgt 



dx 



_„.to^L-+Mr:r»=.rw. 



III. Die Derivierte einer Snmme ist gleich der Summe der 
Derivierten der Summanden. 

Beweis: Ist y^u-\-v, 

wobei u^f(x), v = q}(x) ist, so wird 

,_dy _ \f(x +Ax ) + v{ x-\-Ax)]- [f{x) + <p (x)] 

* dx j"lo dx 

oder y' "= «' -|- v'. 
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Differenziation einzelner allgemeiner Funktionen. 

1. 
Die Differenziation der Funktion 

A. Es werde zunächst vorausgesetzt, n sei eine ganze, 
positive Zahl. 

Hier wird y' = -^ = lim ^ ^ / , 

oder, da nach dem binomischen Lehrsatz ist 

' '^^=lim [(^)a;-~i+Qx"-Ma; + (3)a:«-Ma:^+... 

dy fn 



y 



dx 



oder 



y 



x*^~^ = nx*^'~^. 



dx VI 
Aus dieser Formel folgt die DifferenziaJformel: 

dy = d (x*^) = nx^-^ dx l) 



Bemerkung: Die folgenden beiden Herleitungen können 
übergangen werden, wenn der binomische Lehrsatz vorher für 
negative und gebrochene Exponenten erwiesen worden ist. 

B. Der Exponent in y = x*^ sei eine ganze, negative 
Zahl. 

Ist 7j = — m, so ist y=x-'^ = 



X 



m 



Seien nun y^ und y^ zwei benachbarte Funktionswerte, also 
Ay==y^ — ^2» ^nd entsprechen ihnen die Werte a;^ und x^ (also 
Jx=x^ — a;^, so ist 

^y yi — y^ i M i 



Ax 



oder 



^1- 

^y 

Ax 



X, 



•^X •*'2 ^'*'l 



m 



X^ 



X^ 

x^ 



X, 



m 



X^ 



.^1 
m fv fn \ -•- 



1 "^2 

ifi^~l__L/*» m— — 2/». _J_ <v wi— ö/v»' 



/M Wt /)• 971 

^1 *2 



i»i"* ajg 



_[_ ic^w-a^;^ _[_ a;^m-8 ^« _|_. _ _|_ a;^ x^'^-^-\- x^ 



m — 1 



Wird Ax zudXj und Ay zndx^ so wird a:^ = a;.,, und es folgt 
dy 1 ___ ^ — m 



dx 



X 



2m 



mx 



w— 1 



X 



m-\-l 



mx 



— m— 1 
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Setzen wir wieder n für — m, so folgt 



dx 



nx 



Die für positive Exponenten gefundene Differenzialformel für 
yz=LX^ gilt also auch für negative Exponenten; die Differenziation 

der Funktion y = — erfolgt nach derselben Weise wie y = x^, 



X' 



wobei nur zu beachten ist, daß hier n negativ ist. 

C. Der Exponent in y = x^ sei eine gebrochene Zahl. 



m. 



Ist n =— , also y = yx = x^y so potenzieren wir mit m 
m 

und erhalten x = y^. 

Wenden wir hierauf unsere Differenzialformel 1) an, so wird 

dx = my^^^dy 

dy 1 1 y 



und 



dx my 



m — 1 



m y 



m 



Nun ist — = n, und y*^ = x, also y = x^, daher wird 



dy 



X 



n 



n 



nx 



n — l 



1 ^-1 



dx X m 

Die für ganze, positive und negative Exponenten n 
bewiesene Formel d(x^) = nx^~'^dx gilt auch für ge- 
brochene Exponenten. 



Beispiele und Aufgaben. 

Beispiele zu A. 

1. Man soll die erste Derivierte der Funktion 

yz==x^ — 2 05* — SflC + T 
herleiten und Funktion und Derivierte graphisch darsteUen. 

Auflösung: Unter Berücksichtigung der Sätze I bis III 
(Seite 24) ergibt sich 

y' = 3a;2_4a;— 5. 

Die Funktion y ist die auf Seite 13 behandelte; dort ist ihre 
Wertetabelle gegeben. Für die erste Derivierte ergibt sich die 
Tabelle 



x= —3 —2 I — 1 







1 I +2 I +3 I +4 +5 



y' = 4- 34 I -f 15 I + 2 — 5 I — 6 — 1- | -f 10 
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Aus beiden Tabellen erhalten wir die Kurven y und y' der 
Figur 12. Für welche 
Werte der Funktion y 
schneidet die Abgeleitete 
die a?- Achse? Welchen 
Wert hat dort die Rich- 
tungsgröße der Tangente 
von y = f(x)? Welches 
ist die Richtungsgröße 
der Tangente der Grund- 
kurve in X = 0; — 2, 
+ 3? Fig. 12. 

Man behandle in gleicher Weise die Funktionen: 

2. y = 2x — 5, 

3. y = 6x2 + 2ic — 4, 

x^ 

4. y= —Sx'^ + bx+lO, 

3 

5. y = x^-\-bx — 12x-{-4t, 

6. y = x^ — 3x^ + 6. 

Aufgaben zu B. 

Welche Kurven entsprechen den Funktionen 




y= — ; y = 

X X 



2 > 



y=X']- -f 2, . . . 



X 



und ihren Abgeleiteten? 
Aufgaben zu C. 

Die Funktionen y = Vx; y=\x . . . 

y = ic-f Vx; . . . 

und ihre ers'te Abgeleitete sollen graphisch dargestellt 
werden. 

Welches sind die Gleichungen der Tangenten und 
Normalen der Kurven: 



y=V2paJ; y — Vx^] y^x-^-Vx 
1 



y 



y 



^ 4-V(r+l? 

X 
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Wie groß sind Tangente, Normale, Subtangente und 
Subnormale bei der Parabel y = V2px? 

2. 

Differenziation der trigonometrischen Funktionen. 
A. Man soll den Differenzialquotienten 






bestimmen. 

Auflösung: Ist 



y = sin o; , 



dy ,. sin(ic4-^^) — sma; 
so ist ^ — = lim -. , 

oder, da sin « — sm p = 2 cos — ^-^ • sin — — ^ 

( Ax\ , Ax 
- cos X -\- —— sm --- 

ist, dy o_L_i^ 2 

-^^=lim 2 -. , 

ax Ax=o Ax 

Ax 



■ Ax\ , Ax ( Ax\ . 



- cos ia:-f--— jsin— - cos i a; n- -^ i sm 

oder -T- = lim 2 ^ = lim 



dx jx ^Ax Ja: Ax 

8 2^2 

Ax 

Für den unendlich kleinen Winkel — — fällt die Sinuslinie 

2 

. Ax 
sm— — 
2 
mit dem Bogen zusammen, d. h. es wird lim —^j = l ; also folgt 

Ax ^ aj 

dy 

— - = cos X, 
dx 

Diff erenzialf ormel : dy = d»inoc = cos x d x. 



B. Man soll 

y = cos X 
differenzieren. 



*) Die Winkel sind hier, wie auch bei den frühereu Konstruktionen, 
stets als im Bogenmaß gegeben anzusehen. 
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Hier wird 



dy ,. cos(a;+zla;) — cosa; 

= hm ^^ — --7 = lim 



. / Az\ , Axy 



dx 



oder 



Ax^o 



A X 



Ax^o 



A X 



Ax^ 



dy^ 
dx 






2 X 2 

Differenzialformel: dy==dcosx 



sin xdx. 



C. Man soll die Abgeleitete von 

y = t^X 
bilden. 

Es ist 

iy = lim tg(a? + ^a;) — tg(a?) 

dx ja;=o Ax 



= lim 



1 sin (o; -|- zl a;) cos x — cos (x-}- A x) sin x 



Ax 



cos (a; -|- /d a;) cos x 



= lim 



1 sin([a;-(-Ja;] — x) 



Ax=^oi^^ cos([a;-|-zla;]cosa:)J ja;=o 



lim 



sin^a; 



„cos (x-^Ax) cos X Ax . 



cos *x ' ^ 



Differenzialformel ; dy = dtgx 



dx 
eos^i» 



= (l'{'tg^x)dx. 



D. Die Ableitung von y = cigx. 

Es ist 

dy ctg (a; -[- zl a;) — ctg x 

dx jx=o ^^ 

1 cos (a; -|- Zl a;) sin x — cos x sin (a; -f- J a;) 



= lim 



== lim . 

Ax^o L^a; 

1 



sin (a; -|- zl a;) sin x 



— sin zf a; 



Ax=olAx sin (a; -|- zl a;) sin a:. 



lim 



— 1 



sin zla; 



ja;=oLsin(a;--|-zla;)sina: Ax _ 



sm ^a; \ i o / 



Differenzialformel: dy = d ctg x 



dx 

sin^oß 



(l'\-Gtg^x)dx. 
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Aufgaben: 

1. Es sollen die Funktionen y=sina: und y = cosx nebst 
ihren ersten Derivierten konstruiert werden. 

2. Desgleichen y = tgx', desgleichen y = smx—cosx. 

3. Man bilde die Deri vierte von y = cosa; + * sin x und ver- 
gleiche sie mit der Funktion selbst. 

3. 

Differenziation der logarithmischen Funktion 

y = log X, 
Hier wird 



' 1 f , Ax 



dy _ j.^ log(x + Jx)-log X _ j.^ 

dX Ax=o ^«^ Ax=o 

Ax 1 In 

Setzen wir nun =— , also -.==-, so wird 

X n Ax X 



Ax \ xj X \ nj X \ n. 

und folglich, da mit der Grenze Ax = o die Grenze w = cx) er- 
reicht wird, 

f^ = llimlog(l+l)". 

dX X w=ao \ W/ 

( lY 

Es sei hier bemerkt, daß 1 1 -| — I für ein unendlich großes n 

einen bestimmten, endlichen Wert 2,718281829 . . . annimmt, der 
mit 6 bezeichnet wird: 

^^"^ 6 = 2,718281829... 



lim (l -f 



n. 
Danach erhalten wir 



oder die 



dy 1, 
ax X 



Dil f erenzialf ormel : d log x = — — • d x. 

X 



Aufgabe: Man konstruiere die Funktion y = loga: 
nebst ihrer Derivierten. — 

Da log c = 1 ist, wird die soeben erhaltene Formel einfacher 
für den Fall, daß als Basis des Logarithmensystems die Zahl 
c = 2,718... gegeben ist. Dies System wird das natürliche 
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Logarithmensystem genannt [Operationszeichen statt log (oder 
lg) ein einfaches 1 (logarithmus naturalis)]. 
Danach wird für y = lx 

dx X 

dx 



Dlfferenzialformel: dlx = 



X 



Differenziation von Produkten und Quotienten. 
A. Es soll die Funktion 

in der u = f(x), v = (p{x) ist, differenziert werden. 

Hier ist 

dx jx=o ^^ 

Addieren wir nun im Zähler der rechten Seite die Größe 
[—f{x + Ax)'(p{x) + f{x-{-Ax)'(p{x)]==0, 

80 folgt 

dy 



. = lim 

dx Ax=oL 



f(x + Ax)^-^^ -~-r- -^-^- 

^ Ax 



JajsoL ^X J 

oder die 

Dlfferenzialformel di^v^^^^udv-^-vdu. 



Anmerkung: Ist die implizite Funktion a:y = c gegeben, 
so können wir sowohl x wie y als Funktionen einer neuen Varia- 
blen 2 auffassen, x = f(z) und y = (p{z), und demnach auch die 
soeben erhaltene Formel auf das Produkt xy anwenden. 

Dann folgt 

d{xy) = xdy -{-ydx, oder, da a;y = konst., also d{xy)=0 ist, 

xdy -{- ydx = 0. 

dy y 
Daraus ergibt sich dann der Dif ferenzialquotient — = . 

Cu X X 

Dies Resultat hätten wir auch auf anderem Wege erreichen 
können : 
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c 
Ist xy = Cj so ist y = — = ca;~^, und also 

X 

dx x^ 

Da aber c = xy ist, folgt wieder 

^ = _^ 

dx X ' 

Aufgaben: 1. Die Funktion xy^=Cy sowie ihre Ab- 
geleitete soll dargestellt werden. 

Desgleichen : 6. y=b x^'tgx. 

2. y = {2-\-3x)-x. 7. y = sin^ic-f-cos -a;. 

3. y = x^{b x^'\-2). 8. y = tg a: • ctg a;. 

4. y = {2-\-Sx)(4tX — 5). 9. y = sin x tg x, 

5. y = xsmx. 10. y = 2a;loga:. 

B. Ist f/ = — 

so setzen wir y = uv^^ und differenzieren nach der unter A 
gefundenen Formel 

dy = ud{v~^)-\- v^^du 



— 1 , 1 , V'du — udv 
= u-^-'\ du = 2 

V V V 



d. i. 



die Differenzialformel a — = s . 

Als Diff erenzialquotient erhalten wir demnach aus y 

du dv 

V u — 

dy dx dx 

dx v'^ 



u 

V 



Aufgaben: Die folgenden Funktionen nebst ihren 
ersten Abgeleiteten mögen konstruiert werden: 

2a;« — 3 a:*— 2x«+l 

2- y—^^- ^- y—x^-T—' 
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5. 

Funktionen von Funktionen. 

Ist y=f(^{x)), 

so setze man zunächst (p {x)r=u und differenziere nun nach m, 



wobei wird dy 



.Ä''H'^"- 



Da u = q){x), ist du = -=—(p(x)'dx, 

UfX 

und es folgt ^ = d^/(^)-^- 



Beispiele: 

1. Es soll die Ableitung gebildet werden von 

y = sin 5 i». 

Lösung: Wir setzen bx = u und erhalten 

y = ^mu, 

woraus folgt dy = Q,o^u-du 

=== cos 5 a:»d(5 x) = b cos bx^dx. 

dy 
Also ist ^ = 5cos5a;»aa;. 

dx 



2. Ist |/ = Vr2 — x% 

so setzen wir r^ — a;^ = w, also 

y = U^l%, 

Dann wird dy = ^U^ u^'l^ . du = V, /"" = V« y"""'^ 

j. — 2a;(2a; a;dJa; 



Danach ist 






oder, wenn wir bedenken, daß Vr^ — x^ = y ist, 

ciy X 

dx y ' 

Anmerkung: Die gegebene Funktion stellt einen Kreis dar: 

a:^ + 3/^ = r^ 

Wir wollen nun zeigen, daß wir durch direkte Differenzia- 
tion dieser impliziten Funktion das gleiche Eesultat, das wir 
oben fanden, erhalten werden. Es muß sein: 

Lesser, Infinltesimal-Bechnang. 3 
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oder d(x^)'{'d(y^) = 0, 

oder 2 xdx-{'2ydy = 0. 

dy X 



Daraus folgt aber 



dx y 



3. Es soll nachgewiesen werden, daß man in der 

x^ v^ 
Gleichung — T + 7-r=l denselben Differenzialquotienten 

dy 

-j— erhält, wenn man einmal sofort differenziert, das 
dx 

andere Mal aber y erst explizit darstellt. 
Man differenziere ferner: 

4. y = {b x^—1 x^-\-2 x—sy^. 7. y = sin a: + sin 2 a;. 

5. y=xVr^ — x\ 8- 1/ = cos a; + ^/g sin 3 a;. 

ax 9. y = cos 2 a; V log x, 

• ^""V^^^ZT^- 10. i/=tg3.a:+21og(a;2-a:+2). 

6. 

Differenziation transzendenter Funktionen mit Hilfe 

ihrer Umkehrungen. 

A) Man soll die Ableitung von 

2/ = a* 
bilden. 

Wir schreiben, indem wir das natürliche Logarithmensystem 
benutzen , ly^xla 

und erhalten nun durch Differenziation 

— = ladx, 

y 

dy 
oder — =yla = a^la. 

dx 

Dif f erenzialf ormel da^=^a^ladx. 



Wird a gleich derBasis des natürlichen Logarithmen 
Systems, so wird la = le=^l und folglich 

d^ 

dx 

Dif f erenzialf ormel de^ = e^dQC. 
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Bemerkung 1. Die Funktion e* heißt die Exponential- 
funktion. Sie ist die einzige Funktion, deren Ableitung 
auf die Grundfunktion zurückführt. 

Bemerkung 2. Bildet man die erste Derivierte von 

so folgt y* = ie*^ = %y. 

Die Abgeleitete von e** ist demnach die mit * multiplizierte ur- 
sprüngliche Funktion. 

Leitet man auch 

y = cos x-\-% sin x 
ab, so findet man 

y = i (cos x-{-% sin x) , 
oder ebenfalls 

y=iy. 

Die gefundene Übereinstimmung läßt darauf schließen, daß 
die Funktionen y = e** und y = cos x-\-i sin x in einer gewissen 
Beziehung zueinander stehen, und es wird später gezeigt werden, 
daß c** = cos a: -f- » sin a; ist. 

B) Die zyklometrischen Funktionen. 

1. Ist j/ = arcsini», 

so ist x = smy 

und also dx = cosydy=^dyVl — sin^y. 

Da aber siny = x ist, folgt für den Differenzialquotienten 

dy ^ 1 

dx yi~zra;2* 

Differenzialformel: d (arc sin x) = --.z-- — . 

Vi— x^ 



2. Aus 2/ = arc cos 0? 

folgt x^cosy, 

und demnach 



dx = — sin ydy = — dyVl — cos*^ y = — dy^l — x^. 

dy 1 



Daher wird 



dx yi — 



X 



2 



Differenzialformel: d (arc cos x) = — =^^__— 



r;, 
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3. Aus y = arctgx 

folgt x = tgy, 

dy 1 



Daher ist 



dx l-j-«** 

doß 
Dilf erenzialf ormel : d (arc tgx) = :^—. — ö • 

^ 1 + Ä?* 



4. Aus |/ = apcctgaß 

folgt a;=ctgy, 

und also dx = — (1 + ctg* y)dy=^ — (1 + a;*) dy, 

folglich ist i| = _(i + a:«) 

Diff erenzialf ormel : df (arc ctg x) = j—r — ä • 



V. 

Die Differenzialquotienten höherer Ordnung* 

Ist y = f{x) und y* = /' (a;) ihre erste Derivierte, so ist, wenn 
y' eine Funktion von x bleibt, y" = f'(x) die Derivierte der 
ersten Derivierten der Grundfunktion. Wir bezeichnen sie als 
zweite Abgeleitete oder zweite Derivierte von y = f(x). 
Unter der dritten Abgeleiteten verstehen wir danach die Ab- 
geleitete y''^f"(x) der zweiten Derivierten, unter der vierten 
y"" = /"'" (a:) = (^7 = /^"'>' (») die Abgeleitete der dritten Deri- 
vierten usw. 

, dy 

Nun heißt 2/ =t^, 

ax 

der Differenzialquotient erster Ordnung, 

^ ^d^^^^^dxKdi, 

der Differenzialquotient zweiter Ordnung. Wir bezeichnen 
ihn kurz durch 

. d'y 



y = 



dx 



2* 



y. Die Differenzialquotienten höherer Ordnung. 
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Aus ihm folgt als nächste Derivierte 



y 



dz 



8» 



d. i. der Differenzialquotient dritter Ordnung; und weiter 
ergeben sich als die Differenzialquotienten höhererOrdnung 



y 



u) = 



da* 



y 



(5) = 



dsfi 



y 



(n) = 



daf* 



Aufgaben: 

Eine gegebene Funktion samt ihren n ersten Derivierten 
soll graphisch dargestellt werden. 

Beispiel: 1. Gegeben sei die Funktion 



X' 
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y = — — 3x*-|- — a:*— löa;+2. 

Aus ihr ergeben sich der Reihe nach: 

y' ==x^ — dx^ + 23x—15, 
y" =3a;«— 18a?+23, 
y'"=6a;— 18, 
yi^) = 6 
y(5)=0 

und diese Gleichungen führen auf die Tabelle: 

X =— 21— 1 I 1 + 1 1 + 21 + 3 1 + 41 + 5 1+ 61+ 7 



y -+106 +31»/4 + 2 -474-2 -V* -2 -4V4 + 2 


+ ÖlVi 


j/ 105 —48 —15 0+30—30 +15 


+ 48 


y" — +23 + 8—1—4 —1 + 8 +23 


• • • 


y — 18 12 6 +6+18 ... 




y{4) = 6 ... 6 6 6 


6 


y(5) verschwindet. 





Daralls finden wir die Kurven der Fig. 13 (siehe folg. Seite!). 

Welche Eigentümlichkeit zeigt die abgeleitete Kurve, wenn 
die Tangente der Grundkurve der a:- Achse parallel ist? 

Wie sind die Funktionswerte y in einem solchen Punkt, ver- 
glichen mit den beiderseitigen Nachbarwerten? (Vgl. die Theorie 
der Maxima und Minima, S. 57 !) 
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Fig 13. 



2. Man kon- 
struiere y=siiia: 
und y==c>osx mit 
ihren vier ersten 
Derivierten. 

3. Man kon- 
struiere dieFunk- 
tionen 

y = x^', 

y = x^ 

mit allen ihren Deri- 
vierten. 

4. Für 



yz= xVr^ — a;^, 
bilde man y und y\ 



y 



5. Welches sind die beiden ersten abgeleiteten Kurven von 
-7=, von w= 2sina;4-cos 2 a;? 

^fx 



Zweiter Teil. 
Benutzung des Taylorschen Satzes. 

I. 

Die Taylorsche und die Mac-LauriDSche Reihe. 

Es sei zunächst die ganze rationale Funktion 
y = a^z"" -{^a^QC''-^ -{- a^x*"-^ + . . . -\-a(n^i)X-{- an = f{x) 1) 
gegeben. Fügen wir zu x die Größe h hinzu, so geht 1) über in 2), 

/•(a; + Ä) = ao(x + Ä)" + a,(a;+Ä)''-i+... + a(n-i)(a: + Ä) + an 2) 
oder, wenn wir die* in dieser Gleichung enthaltenen Potenzen, 
etwa nach dem binomischen Lehrsatz, auflösen und die Glieder 
nach steigenden Potenzen von h ordnen, 

Darin sind die Koeffizienten X., die sämtlich Funktionen von a; 
darstellen, noch näher zu bestimmen. (Methode der unbestimmten 
Koeffizienten [Descartes].) 

Betrachten wir in Gleichung 2') die Größe h als Variable, so 
folgt, indem wir zunächst h = setzen, 

und damit ist bereits der Koeffizient Xq der 0-ten Potenz von h 
in 2') gefunden. Differenzieren wir nun 2') nach ä, so folgt: 

f (x+Ä)=X, + 2XjÄ+3Z2A^ + 4X,Ä«+ . . . + nX^h'^-\ 

f {x-\-h)= 1.2.Z2 + 2.3.X2Ä+3.4.X^ä2+... 

/*'"(x+Ä)= 1.2.3X, + 2-3.4X^Ä + ... 

+ n(« — l)(n— 2)Z„Ä"-3 

f^^{x-\-h)= 1-2.3-4.X4 + ... 

+ n(n— l)(n— 2)(w— 3)Z^Ä'»-* 

/•(n)(a; + /,)= n\X^. 
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Setzen wir in allen diesen Gleichungen ä = 0, so fallen auf 
der rechten Seite jedesmal die Glieder bis auf das erste weg, und 
wir erhalten: 

f {x) = lX^ oder X^ = '-^ 



r(^) = l-2.3.X3 „ ^3 = 



2! 
3! 



fin)ra:) = n!Xn „ Xn = '—^ 

n! 

Damit sind aber die vorhin noch unbestimmten Koeffizienten 
der Gleichung 2 ) gefunden, und diese selbst geht über in 

Die so entwickelte Eeihe heißt die Taylorsche. 

Anmerkung: Man kann die Taylorsche Reihe direkt zum 
Beweise des binomischen Lehrsatzes benutzen. Denn es war in 
Wirklichkeit nicht notwendig, diesen Satz zur Herleitung der 
Taylorschen Reihe heranzuziehen: Jede.,Funktion 2) mit ganzem, 
positivem n läßt sich auch ohne Anwendung des bino- 
mischen Lehrsatzes, etwa durch Ausmultiplizieren, so um- 
formen, daß die Glieder der rechten Seite nach steigenden Po- 
tenzen von h geordnet sind. 

Nehmen wir nun an, der binomische Lehrsatz für ganze, 
positive Exponenten sei noch unbekannt, so setzen wir 

und also y + A 2/ = /(öt + Ä) = (a + Ä)**. 

Unter Anwendung der Taylorschen Reihe erhalten wir nun 

oder, da /^(a) = «a«-i; r(a) = n(w— l)a'»-2; 

f" (a) = n (w - 1) (w - 2) «»»-3 . . . /•(") (a) = n ! 



I. Die Taylorsche und die Mac-Latirinsche Reihe. 41 

ist, (a+Ä)»' = a'* + (j)a»-U+Qa'^U« + ... + M-Ä». 



d. i. aber der binomische Lehrsatz. 



Die Entwicklung der Funktion /"(ic+Ä) in die Taylorsche 
Reihe ist zunächst unter der Beschränkung durchgeführt worden, 
daß die Funktion f{x) eine ganze rationale sei. Daraus folgt zu- 
nächst umgekehrt, daß auch die Reihe 

f(x) + A^(a!)+|r(a5) + ... + ^f<"'(=^) ... 3) 

eine ganz rationale Funktion von x darstellen muß. 

Liegt eine andere, als eine ganze rationale, Funktion vor, 
von der bekannt ist, daß sich /"(ä+ä) nach steigenden Potenzen 
von Ä entwickeln läßt, so kann die Entwicklung in ganz gleicher 
Weise, wie angegeben, vorgenommen werden. Aber wir können 
für eine solche, gebrochene rationale, irrationale oder transzen- 
dente Gleichung keine geschlossene, endliche Reihe erhalten, 
da eine solche ja eine ganze rationale Funktion darstellen würde. 
Es muß sich vielmehr eine unendliche Reihe 

ergeben. Fassen wir alle Glieder, die nach —.f^**^{x) auftreten, 

in eine Summe zusammen, deren Wert wir mit B bezeichnen 
wollen, so erhalten wir demnach 

f(x+h) =f(x)+^f' (a?)+ 2j/" ix) + ^f"'(x) + . . . 

Die Summe B wird das Restglied der Taylorschen 
Reihe genannt. Auf die Größe B des Restgliedes wird es an- 
kommen, ob für eine gegebene Funktion die Anwendung der 
Taylorschen Reihe möglich ist, d. h., ob die Reihenentwicklung 
zu brauchbaren Näherungswerten für /*(a;-{-Ä) führt. Das ist aber 
der Fall, wenn die Reihe konvergiert, sodaß bei hinlänglich 
großem n das Glied B gegen die Summe der vorangegangenen 
verschwindet. Um eine Reihe auf ihre Konvergenz hin prüfen 
zu können, beweisen wir den 
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Satz: 
Eine Reihe «o + «i + «2 + . • 

konver^ert, wenn von einer bestimmten Stelle ab 

d. h., wenn der Quotient der absoluten Beträge eines 
Gliedes und des ihm vorangangenen ein echter Bruch ist. 

Beweis: 

Wir betrachten zunächst den Fall, in dem die Reihe aus 
lauter positiven Gliedern besteht. 

Nach Voraussetzung wird für hinreichend große Werte von n 

oder ^ = ,,<1;^* = ,,<1;^ = ,.<1... 

Sei nun q der größte aller dieser Quotienten, so ist 



und an+i+a(n4-2)+a(n+3)+ • . . <gan+g'^an+g'^an + . . . 

Die Reihe g^an + 9'^«n-|-9'^ön-i- . . . ist aber eine geome- 
trische Progression und , da 3' <^ 1 ist , konvergent. Also jnuß 
auch die Reihe 

konvergent sein, und zwar stärker konvergent, als die Reihe 
ö' «n -f- ö'* «n -{- • . . — Besitzen nun die Glieder der Reihe verschie- 
dene Vorzeichen, so lassen sich die positiven und ebenso die 
negativen für sich in je eine Reihe zusammenfassen; und jede 
dieser Reihe muß dann, da 5'<C1> konvergent sein. Dann ist 
die Differenz der beiden Reihen gleich der Differenz der Grenz- 
werte beider Reihen, woraus folgt, daß auch die vorliegende 
Reihe mit verschiedenen Vorzeichen konvergent ist. 



Die Taylorsche Reihe geht in die 

Mac-Laurinsche Reihe 

über, wenn man x = setzt und h als Variable betrachtet. So 
folgt zunächst 
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/•(Ä)=/'(o)+^/-(o)+^r'(o)+^'r(o)+...+^/<"'(o)+Ä, 

oder, wenn wir den Buchstaben h durch x ersetzen: 

/(«)=/(o)+^/'(o)+|jr(o)4-...+^/(«>(o)+Ä. 



Die Entwicklung der Funktion f{x) in die Mac-Laurinsche 
Reihe führt ebenfalls nur dann zu einem brauchbaren Resultat, 
wenn bei hinlänglich großem n das Restglied R verschwindend 
klein wird, d. h., wenn die Reihe konvergiert. 

Beispiele für die Anwendung der Mac-Laurinschen Reihe. 

1. Die Sinnsreihe 

/*• 'j* 1* 1* 

sin x = f{x)==^mo-\--— cos ^ — — sin o — — cos o -f- 7; sin o -j- . . . 

/y» rtfA -yiO /v»7 

^r!~3! + 5!~7! + 

Nachweis der Konvergenz der Reihe: 

Zwei aufeinanderfolgende Glieder sind j- — - und 



(271—1)! (2n+l)!' 

Aus ihnen ergibt sich für hinreichend große Werte von x 

a:2«-i*(2w4-l)!"~"(2n+l).2w'^ * 
Die Reihe ist demnach für jeden endlichen Wert von x konvergent. 
Da sich die Funktionen aller Winkel berechnen lassen, wenn 

- 71 

die Sinus von bis — = 0,78 . . . bekannt sind, so können wir x 

4 

71 

als zwischen den Grenzen bis - variabel betrachten. Für diese 

4 

Werte muß aber die Reihe stark konvergieren, da x selbst ein 
echter Bruch ist. 



2. Die Cosinnsreihe: 



X , x^ . a;' . . x^ 



cos X = fix) = cos 0— - sin o — rrcos + —- sin + — cos o 

1! 2! 3! 4! 

/y»2 -y»4 /y»0 
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Hier wird 



(icn4-2)! (2w)! (2n + 2)(2n4-l) 
die Reihe ist demnach für jeden endlichen Wert von x konvergent. 



3. Die Exponentialreihe. 



•*/ /Vi*«' AI»*' 



X . X^ . X^ 



(Nachweis der Konvergenz!) 



3 a. Nach 3 wird 
. ^ , ioc x^ ix^ , x*^ , ix^ x^ 
~ 1! 2! 3! ~4! ^ 5! 6! 



~V 2!"*"4! 6!"^--7+Hl! 3M5! 7! ■^• 
= cos x-{-isin x. 

Vgl. die Bemerkung 2, Seite 35. 



4. Die Funktion a^ nach steigenden Potenzen von x zu 
entwickeln. 

Es wird 



X «. . a:' .V,- s« . a?* 



a« = /'(x) = a« + -y a» Za + - a« (Za)« + - a« (Za)« + • 

/>• /if*2 /v»8 /iri4 



5. Die logarithmische Reihe. 

lsty = lx = f(x)y so ist f'(x) = — ; f'(x)== — ^-; . . ., also 

r(o)=oo, r(o) = oo... 

Demnach würden wir auf eine divergente Reihe kommen. 
Setzt man aber 

y = l(l~{-x\ 
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so wird 

?(l + at^) = Z(l + O) + ^(l + 0)-i-|^(l + O)-« 



x^ 



+ —.1.2(1 + 0)-»+... 

X x^ ,x^ x^ .x^ x^ . 

""T~"2~+""3'~'4""'""5 6" + '*' 



Hier wird 



w+1 n w + 1 , 1 



<i. 



wenn n hinlänglich groß und a;<]l ist, da 

X 

lim = X 

n 
ist. Die Eeihe konvergiert also, wenn — l<^a;<[+l. 

Um für die numerische Berechnung geeignetere Reihen zu 

y 

erhalten, setze man in der erhaltenen Eeihe a; = — , wodurch wird 

'('+i)='(4^)='(»+«)-" 

oder ? (a + 1/) = ?a + M 1 + -) 

1 \_y y^ _i y^ y^ _\ 

Oder : Man bilde, wie zuerst, die Reihen Z (l + tc) und 1(1 — x) 
und subtrahiere die zweite von der ersten: 

'(i + '=)-'(i-')-i(i±|)-Kf+T+T+T+-) 

^ 2i/ —I— 2z 

Setzt man darin x = — — ; — , so wird 1 + a? = ^ , — ; 

2y'\-z' ^ 2y + z ' 

2y 1 + X ' y -\- z 

1 — x = — — ; — , also - — ■ — = ; dadurch geht die letzte 

2y + z' l—x y ^ 

Reihe über in 

'(f^)='(^)='('+;)-"=Kir;-i+a^Äi-- 

+ 5(2y + z)» + "7 
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Wird z=ly so folgt 



6. Die 


arc 


tg 


Reihe. 




Ist 








y _ arc tg X, 


so wird 








— 2x 



y = 



2\2 



(1 + x^) 



wobei die höheren Ableitungen sich als immer verwickeitere 
Funktionen ergeben. Wir schlagen deshalb hier einen andern 
Weg ein, indem wir uns der Methode der unbestimmten Koeffi- 
zienten bedienen. Die ersten Ableitungen von z lassen erkennen, 
daß sich arc tg x nach steigenden Potenzen von x entwickeln 
läßt, weswegen wir setzen dürfen 

f{x) = arc tg x = Xq-\- X^x-\- X^x'^ -\- X^x^-\- , . 1) 
^''°''* r(^) = -^-^ = X, + 2Z,x + 3X3a:«+. . . 2) 
und wir erhalten, wenn wir die Division 1:1 -[-^^ ausführen: 

daraus folgt aber 

Xi = l; ^2 = 0; X8 = — --; X^ = 0; Zj.=y ; . . . 

Setzen wir femer in 1) x = 0, so wird auch Xq=0, 

Nun sind sämtliche Koeffizienten der Gleichung 1) bestimmt 
und wir erhalten 

X x^ , x^ x'^ , 

arctga?=y — y + y — y + ..., 

eine Reihe, die im Bereich — 1 <^ a; <C + 1 konvergiert. 

71 

Setzt man in der arc tg-Eeihe x=l, so wird arctga; = — , 
und es folgt die Eeihe von Leibniz: 

4 3^5 7^9 11^ 
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Anmerkung: Die Leibnizsche Reihe ist für die Berech- 
nung von 71 ziemlich unbrauchbar. Um eine geeignetere Reihe 
zu erhalten, setzen wir mit Mach in 



1 , (A 

tgw=— , also tt = arctgl — ), 



wodurch wir erhalten 

2 



/« X 2tgtt 5 5 



25 



. . 2tg(2t^) 6 120 

und *&(^«) = r=#(2«) = r725:=119- 

144 
Demnach ist tg(4w) fast gleich 1, der Winkel 4 m nur um 

7t 

einen sehr kleinen Betrag v größer als - . Aus dieser Relation, 

A ^ 

120 _ 

119 1 

folgt tg v = — 



^ , 120 ^ 239' 

1 -4— • 1 

^119 



oder i; = arctg(— — ]. 

Daher wird 

J = 4«-t; = 4arctg(^)-arctg(^), 

oder, wenn wir nach 6) entwickeln: 

-_4fl 1_, J: ?_-_ ] 

1 ?— 4-^^ i_ + _ 

239 3-239*^5 239« 7-239'^ " 



Setzt man tg m ^^ ^/^ , also u = arc tg ( — ) , 

tgi;=i/j, also t; = arctgf-j, 
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/IN 2 ~ 3 ^ (n\ 

so wird tg (w+ v) = = 1 = tg ^-j, 

^-2-3 

oder ^ = w -|- 1;= arc tg ^-j + arctg (^^j . 

Indem wir jetzt nach 6) entwickeln, folgt die Eul ersehe 
Eeihe: 

4^\2~3T2« + 5T2^ '"••7 + \3~är3«+5TF""^"**7' 
oder J=(l+l)_l(l^+l-) + l(^+^^ 

Diese Reihe ist zur Berechnung von n geeigneter, als die 
Leibnizsche; dagegen steht sie der Machin sehen wesentlich 
nach. Wir haben sie hergeleitet, um über sie zur 

Schulz sehen Eeihe 
zu gelangen, welche die Potenzierung der dreistelligen Zahl 239 
vermeidet. Setzen wir nämlich 

tgM?i = V6' «-Iso «<^i = arctg(V5); 
tgt(;2 = V8, also M72 = arctg(V8), 

SO wird tg(w?i + w?2) = — — = -, 

5 8 
also w^-\-w^ = arc tg (^-j + arc tg \£j = arc tg \£j . 

Da wir aber bei der Herleitung der Eulerschen Eeihe fanden 

J = arc tg y + arc tg \£j , 

so wird jetzt 7 = arc tg f - j + arc tg f -j + arc tg (^-1 , 

oder ^-1 ^4.^ ^ + - 

, 1 i_ . J L._i__ 

"•"5 8-5«"''5-55 5-7'^ ■" 

^8 3-8«^5-85 7-8'^"" 
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II. 

Anwendnng der Taylorseben Reibe zur Auswertung 

numeriscber Gleiehungen. 

Vgl. Kapitel n, Seite 9. 

Sind in x^ und x^ zwei Werte der Funktion y = f{x) ge- 
funden, für die die zugehörigen y^ und y^ verschiedenes Vorzeichen 
besitzen, so ist, wenn wir den wahren Fehler von x^ mit h 
bezeichnen, w = x^'{-h, und also 

Indem wir nun nach dem Taylorschen Satze entwickeln, 
erhalten wir 

eine Gleichung, die wir nach h aufzulösen haben, um den wahren 
Wurzelwert w = x^-\-h zu finden. Da diese Gleichung in bezug 
auf Ä von demselben Grad ist, wie die vorgelegte Gleichung 
z = f(x)y bietet sie an sich keine Vereinfachung der Lösung. Weil 
wir aber nur Näherungswerte für die Wurzel tv verlangen, dürfen 
wir die Glieder mit höheren Potenzen von h vernachlässigen und 
etwa setzen 

o=/-w+^r(^a)+|Jr(^j. 

Aus dieser Gleichung folgt für h: 



In der Praxis verzichtet man auch auf das Glied mit Ä^ 
und setzt = f{xJ-\-hf{x^, 

woraus folgt f (^J 

Damit findet man den genaueren Wert 

den man durch mehrfache Wiederholung derselben Methode dem 
wahren Wert w beliebig nahebringen kann. 

Diese Methode der Auswertung heißt die Newtonsche. 

Lesser, InfiDitesimal-Eechnung. ^ 
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. Anmerkung: Die Beziehung 

läßt sich auch auf rein geometrischem Wege leicht herleiten. Ist 

(vgl. Figur 14) für den, einer Wurzel x^^08 nahe benach- 
barten, Wert x^ = F der Funk- 
tionswert P F = /"(^o) gefunden, 
so wird der wahre Fehler von x^ 
durch die Länge von F8 darge- 
stellt. Für diese Länge läßt sich 
aber, da x^ dem Wert x^ mög- 
lichst nahe kommen soll und daher 
die Tangente PT mit dem Kurven- 
bogen P8 nahezu zusammenfallen 
muß, näherungsweise die Länge -PjT 

setzen. Nehmen wir an, die Punkte T und 8 fielen zusammen, 

so wird der Fehler h 

PF 




Fig. 14. 



d. i. 



h = FT= „^„, 
tgPTF' 



Hat die Kurve steigende Tendenz, oder ist in Fig. 14 selbst 
^a^^w» ®^ y^ivd h negativ, f{x^ aber positiv; die Beziehung 



h= — 



f'i^a) 



bleibt also für alle Fälle unverändert bestehen. 

Beispiel: In dem Beispiel 

x»— 2a;2 — 5a;+7 = 

auf Seite 14 war als Näherungswert von to gefunden worden 
a;^ = — 2,06, und zwar war /•(— 2,06) = 0,0909. 

Nun ist f{x) = 3x^ — 4:X—by also /*'(2,06) = 3 • 2,06«-f 
8,24 — 6 = 15,9738. 



Danach folgt 



rw 



= 0,0057. 



Mithin erhalten wir als genaueren Näherungswert 

a;^= — 2,06 — 0,0057, 



oder 



a:^ = — 2,0657. 
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Als nächster Näherungswert würde nun folgen 

f(— 2,0657) 



a:, = — 2,0657 - 



/^(— 2,0657) 



u. s. f. 



m. 
Auswertung unbestimmter Ausdrücke 

Q; ^; Ooo; x-x; (0^ oo«; 1^). 

1. Ausdrücke von der Form |. 

Fix) 
Werden in einem Bruche ,, . Zähler und Nenner bleich 0, 

indem man für x einen Wert a einsetzt, so erhält für x = a der 

Bruch den unbestimmten Wert - . 

Geben wir den a den kleinen Zuwachs ^da, so wird 

F{a) _ F{a-{'Aa) 

ein Grenzwert, den wir mit G bezeichnen wollen. Nach dem 
Taylorschen Satze wird dann 

F{a) + ^F'{a)^... 

O = lim -. , 

""' f{a)Jr^na) + ... 

oder, da F{a) = f{a) = und daher der Quotient der rechten Seite 
sich durch Aa heben läßt, 

G=lim -z = -> ) ( • . . . 1) 

'"=V'(«)+ffr(a)+... ^^"^ 

Der Grenzwert ^ ,, F(x) 

G = hm -zrHr = tt 

x = a fix) 

wird also gefunden, indem man Zähler und Nenner einzeln diffe- 
renziert und den Quotienten der Ableitungen bildet. 

4* 
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Werden für x = a auch beide Derivierten F' (x) und /"'(«) 

zugleich gleich 0, so läßt sich der Quotient unter dem Grenz- 

/ia 
zeichen in Gleichung 1) durch — - heben, und wir erhalten: 

d I 

F"ia) + ^F'"ia)^... 

G=lim -: = wf / { 

f W + ~3~' W + --- 

Verschwinden für x = a auch F" (a) und /"' (a), so findet man 
unter Berücksichtigung des nächsten Gliedes der Taylorschen Reihe 

f"(ay 

U. S. f. 

F(x) 
Um also einen Ausdruck ^. x — tt auszuwerten, differen- 

fW 

ziert man Zähler und Nenner einzeln so oft bis die nten Ab- 
leitungen nicht mehr beide verschwinden. Der Quotient dieser 
Ableitungen ist der gesuchte Wert G. 

Beispiel: 

Welches ist der Wert von ;— für x = 0? 

sino^; 

Auflösung: Für x = wird 

cos X — e^ 

sin X ' 

Es ist aber 

— sina: — e* — 1 

x=o cosa; -f-1 

x = o 

Anmerkung: Man löse die Aufgabe auch durch Entwick- 
lung der einzelnen Funktionen (in Zähler und Nenner) in Reihen. 



•2. Ausdrücke von der Form —> 

Werden, für einen bestimmten Wert x = a, zwei Funktionen 
F(x) und f{x) zugleich unendlich groß, so ist 



m. Auswertung unbestimmter Ausdrücke. 53 

F(x) 
zunächst unbestimmt. Schreiben wir den Quotienten -rrv aber 

1 1 
in der Form 



1 


1 

'F(zy 


so kann 


1 




lim 

Xsst 


L .; { — hm 


m 
1 



F{x) 


nach der unter 1) gegebenen Weise als Ausdruck — bestimmt 

werden: 

Es ist dann 

-r(x) 

x = a F'(x) «=a(f(a;))* F'{x) J"(a;) 

mx)y 

Diese Gleichung läßt sich unter der Voraussetzung, daß der 
Grenzwert Q von verschieden ist, durch G^ heben, wodurch 
wir erhalten 

' =lim ^(^) 



G .^aF\xy 
oder G = lim ^. ; ' 

Die Auswertung der Ausdrücke von der Form -- geschieht 
also auf demselben Wege, wie die der Ausdrücke von der Form — . 

Beispiele: 

1. Man soll den Wert von 

Ix 



G = 



ctgx 
für o^ssO bestimmen. 

Auflösung: Hier 'ist i^(a;) = ?a; und f{x) = ctgx; also wird 

1 

^ ,. F\x) ,. X ,. — sin^a: 

G = hm -^r7-(- = lim — = lim = -. 

«=o f W 1 X 

sin^o: 
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Indem wir nun weiter nach 1) auswerten, folgt 

« ,. — sin^x ,. — 2siniccoöa!; 

G = lim = lim :; = — == 0. 

X 11 

2. Man soll den Grenzwert von 

für n = oo ermitteln. 

Auflösung: Nach dem binomischen, bzw. dem Taylorschen 
Satze wird 

worin alle Glieder der rechten Seite (mit Ausnahme des ersten) für 
n = die Form — erhalten. Betrachten wirn als Variable, so folgt 

lim- = -=l; 

,. (n\ 1 ^. n^' — n ,. 2n— 1 2 1 

lim — -s = lim ^ » = lim — = -7 = 7:; 

n=0D\2/w^ 2ti* 4n 4 2' 



lim — — ==. . . = — :. 
\mJ n^ m! 



Danach wird 



= 1 + 1 + 0,5 + 0,1666 . . + 0,04166 .. + ... 
= 2,718 ... (= 2,718281829 . . .). 



3. Ausdrücke von der Form O-oo. 

Ist für einen Wert x^=a 

F(x) = und f(x) = oo, so ist 
F(a)'f(a) = 0'OO 
ein unbestimmter Ausdruck. 

Schreiben wir das Produkt F{x)f(x) in der Form 

/■(«) 



. fr*.. 
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so ist = \imF(x)f{x) = ]im—f^ 

nach 1) auswertbar. 

Beispiel: Es soll der Wert von (cos jr; — &^)e>tgx füraj = 
bestimmt werden. 

Lösung: Wir setzen 

/ . cosa: — e* 

(cos X — e*) ctff X = — = - - 

^ ^ ^ tga: 

und erhalten so 

— sina; — e* — 1 
G = lim = = — 1 . 

COS^ X 



4. Ausdrucke von der Form cx) — cx). 

Ist für einen Wert x^=»a 

F(x) = oo und f(x) = oo, 
so schreiben wir 

1 1 



^ 1 1 

Y(xj J(xj 'Fix) fix) 

Danach ist 



G = lim [F (z) — f (x)] = lim ß'^^JüM 



x=a x=a 



Fix) rix) 

Beispiel: Es soll der Wert von — für x = er- 

. .^mx X 

mittelt werden. 

Hier ist 

^ ,. X — sino; ,. 1 — cosa; 

O = lim : = hm 



a;=o ajsino; x:=oX(^osx-^smx 

sina; ,. sina; ^ 

lun : j =lini- : — = - = 0. 

«=0 cosa: — a; sm x -j- cos a; x = o2cosa; — ajsina: 2 
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Anmerkung: In entsprechender Weise lassen sich auch 
Ausdrücke von der Form 0®, co®, 1^^ 
auswerten, die für uns weniger in Betracht kommen. 

Wird für x = a der Ausdruck [i'(x)y<*>=0^ oder oo^ oder 
1^^, so setzen wir 



wodurch wird 




ly-f{x)lF{x) 


oder 




y ßf(x)lF{x) 


War nun 






a) 




F(a) — und f{a) — 0, 


SO 


folgt 


f{x)'lF{x) — — cx>; 



xessa 



b) F(a) = oo f{a) = 0, 

so folgt f(x)'lF(x) = 0-(X', 



x = a 



c); ,F(a)=:l /(a) = oo, 

so folgt f(x)'lF{a) = oO'0. 



ie = a 



In jedem der drei Fälle kann also der Exponent f{x) l F (x) 
nach 3) ausgewertet werden. Dann ist auch y = [F (x)Y^^^ bestimmt. 




IV. 

Theorie ier Maxima und Minima. 

I 
j 

Indem wir den Verlauf einer lurve y = /'(a;) beracjiten, er- 
kennen wir, daß überill da, wo die Kurve bei MA-chsen- 

dy l 

dem X steigt, der Ricitungskoeffizient ^ d3r ^urven- 

tangente po- 
sitiv sein 
muß, weil 
dy 

spitz ist. Um- 

. dy 

gekehrt, ist — 

für einen 

Kurven- 
punkt posi- 
tiv, so steigt 
in ihm die 




Fig. 15. 



dy 



Kurve und mit ihr ier Funktionswer 

Fällt aber beiwachsendem x d^^^ve, so ist — 

nesrativ, da a = a>tg-j^ stumpf ist, u-^^^^kehrt muß eine 
° dx 

Kurve, und mit i? der Funktions^ V fallen, sobald 



dy 
dx 



negativ wird. 



y 



y 

Liefert nun »e erste Deriviert~ '^r zwei Kurven- 
punkte Xi und , Werte mit ver^^enen Vorzeichen, so 
muß zwischen arAnd x^ ein Wert 'iegen, für den ^ «,us 

, , . dy 

dem Negativen IS Positive übergeJ^- 1^- «^ «em ^=0 ist. 
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dy dy ^ 

War x.<x^, und war für x. — >0, für x^ aber 3-<0, so 
^ ^ *' ^ dx ^ dx 

geht die Kurve aus einem steigenden Teil in einen fallenden über; 

die Funkion hat also in x^ einen größten Wert, ein Maximum. 

dy dy 

War abe x. <^x^ für x, ^ < , für x^ aber 3^ > 0, so besitzt 
^ ' ^ ^ dx ^ dx 

die Function in x^ einen kleinsten Wert, etn Minimum. 

Da nun ein Maximum oder Minimum ier Funktion nur dann 

dy 
eintreten kann, wenn -^ aus einem positiven in einen negativen, 

dx I 

bzw. vor einfem negativen in einen positiven Wert übergeht, so 
folgt, daß in jedem Punkt der Kurve, in dem die Funktion 
y^=f{x) ein Jfaximum oder Minimum besitzt, 

dy 

dx 

sein muß. Di^ Tangenten in den Punkten M^^ und M^ der 
Fig. 15 sind alsi der a;- Achse parallel. 

dy 
Die Fig. lö^ehrt nun, daß die Bedingung ;r^=0 nicht 

" Cv X 

unbedingt auf ei| Maximum oder Minimum der Figur führen 

dy 
muß: Während in üen Punkten M^ und M^, für die ;7^ = ist, 

(t X 

tatsächlich ein Maximum, bzw. ein Minknum liegt, steigt von 

M^ aus mit wachsendem x der Funktipnswert beständig bis 

dy ^ 
zum Punkt W, für den wiederum -7—4=0 ist; und dennoch 

dx \ 

liegt in W kein Maximum, da auch die fd^eren Funktionswerte 

dy 
weiter steigen. Die Bedingung —- = istldanach für das Vor- 

CL X I 

handensein eines Maximums oder Minimum^ notwendig, aber 
nicht hinreichend. 

Nun kann in M^ nur dann ein Maximum Ar Funktion y=f(x) 
vorhanden sein, wenn für hinreichend kleinel Werte von Ax ist 

f(^) ^'f{^ -{-Ax) und zugleich f{x) y{f{x — Ax)\ 

dagegen ist ein Minimum vorhanden, wenn 

f{x) <if{x-\-A x) und zugleich f{x) <:\{x — A x) 
ist. Oder: \ 

es ist ein Maxiraum vorhanden, wenn ; 






4 



\ 
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f(x-{-Ax) — f{x) und auch f(z — Ax) — f(x) negativ ist; 

dagegen ein Minimum, wenn 
f(x-{-Ax) — f(x) und zugleich f(x — Ax) — f(x) positiv.- 

Haben dagegen f{x-\' A x) — f(x) und f(x — Ax) — f(x) ver- 
schiedene Vorzeichen, so liegt in dem betreffenden Punkt weder 
ein Maximum 
noch ein Mi- 
nimum. 

Entwickeln 
wir nun 

f{x±Ax) 
nach der Tay- 
lorschen Eei- 
he und setzen 
das erste 
Glied der 
rechten Seite 
auf die linke hinüber, so folgt 

f(x+zrx)-/-(x)=^^r(a:) +^V"(x)+^r(«') 
f^^-A^)-fix)=^-^f'(x)^^f"{x)-^rix) 




Fig. 16. 



dy 
oder, da für ein Maximum oder Minimum -^ = /* {x) = sein muß, 

CL X 

f^^^Ax)-f{x)=^rix)+^r(x)+^fi^^(x)... 



2! 



3! 



4! 



r(^) 



r (x) 



p^) {x) 



= z(a:M-^^^ + ^a;^-f^ + zla;2L_Jp + ...l 



2! 



3! 



4! 



f{x-Ax)-f{x)=^r{x)-^r{x)+^f''Kx),,, 



2! 



3! 



4! 



= Ax 



2 



f"{^) 






+ ... . 



2! 3! ' 4! 

Die Vorzeichen dieser Größen sind von dem Klammerausdruck 



^'(^)+^X.C^+^.«^±.i.3^+... 



2! 



3! 



4! 



5! 
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abhängig. Ist derselbe negativ, so liegt in dem betreffenden 
Punkt ein Maximum; ist er aber positiv, so liegt ein Minimum vor. 

Nun läßt sich zl 2; beliebig klein machen, sodaß bereits das 
zweite Glied als gegen das erste verschwindend betrachtet werden 
darf (vgl. Anmerkung 1): das Vorzeichen der Klammergröße ist 
dann durch dasjenige von f* (x) bestimmt. Danach erhalten wir 
das Eesultat: 

Wird für einen Wert x = a der erste Differenzial- 

dy 
quotient -^ = 0, so liegt in dem betreffenden Punkte 

(Jv ■27 

ein Maximum, wenn der zweite Differenzialquotient 
-7-^ = /'"(a;) für a negativ wird. Ergibt sich aber f"{x) für 

CvX 

x = a als positiv, so ist im Punkte x = a ein Minimum 
der Funktion vorhaaden. 

Anmerkung 1. Um zu zeigen, daß in 

Ax ^0 klein genommen werden kann, daß das Vorzeichen von 
f{x) für das der ganzen rechten Seite bestimmend wird, gehen 
wir zunächst von der Bedingung aus, daß 

werden soll, und setzen voraus, daß diese Ungleichheit be- 
stehen bleiben soll, wenn jede Derivierte f*{x) durch diejenige 
aller Abgeleiteten ersetzt wird, deren Wert der höchste von allen 
Derivierten ist. Das sei f^^^(x). Danach soll auch die Ungleich- 
heit bestehen 



Ax^ Ax» Ax*- 



oder Axf{x)^f-{x)^^^^ ■ 3! ' 4! 

Nun ist die rechte Seite offenbar weit kleiner, als der Ausdruck 

/•«•'(«) [J «« + ^ «» + /l a;* + . . .], 

für den wir, Aa. Ax auf jeden Fall ein echter Bruch ist, (nach 
der Summenformel für unendliche geometrische Reihen mit einem 
Quotienten ff <C 1) setzen können 

Ax^ ' 

1 — Ax.' 



fMix) 



V 

\ 

x 
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Es muß daher das Ax der gestellten Bedingung erst recht 
genügen, wenn 

ist. Aus dieser Ungleichheit folgt aber 

^ r {X) -\- f^«Kx) ' 

als ein Wert, für den das Vorzeichen des Gliedes A xf{x) dasjenige 
der ganzen rechten Seite der Gleichung für ({x-^-Ax) — f{x) 
bestimmt. 

Anmerkung 2. Ist für x=^a sowohl f(x) = 0, wie auch 
f"(x)==Oj so kann die Funktion immernoch ein Maximum oder 
Minimum in a: = a besitzen. Es gehen dann unsere Gleichungen 
über in 

f^^+Ax)-ax)=^r(x)-{^^r^\x)+.,. 
f^^^jai)-f{x)=-^r(x)+^f^^){x)+,,., 

deren Vorzeichen lediglich von denen der Derivierten abhängen. 
Vernachlässigen wir das Glied mit A x^ gegen das mit A a;*, so er- 
geben sich stets 

f(x+Ax)-f(x) = ^f"'{x) 
und 

f(x+Ax)-f(x)=-^f"'ix) 

mit verschiedenen Vorzeichen; es kann also weder ein Maxi- 
mum, noch ein Minimum eintreten. Wird aber auch f" (x) = 0, 
so besitzt die Funktion y = f{x) in x==a ein Maximum, wenn 
/'<*^(a) negativ ist, und ein Minimum, wenn/'^*^(a) positiv ist. 
Wird auch f^^^(x) für a; = zu Null, so sind die nächsten 
Ableitungen auf ihr Vorzeichen hin zu prüfen. 

Danach erhalten wir die allgemeine Eegel: 
Um die Werte von x zu bestimmen, für die f(x) ein 
Maximum oder Minimum wird, bestimme man die Werte 

dy 
x = a, für die 3-^ = wird. 

ax 

Ist nun /"^"^(a;) die erste Ableitung, die nicht für a; = a 
verschwindet, so ist y ein Maximum, wenn n gerade und 
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/**(a) negativ ist. Dagegen ist y ein Minimum, wenn n 
gerade und /***(«) positiv ist. Ist dagegen n ungerade, 
so tritt weder ein Maximum, noch ein Minimum ein. 



Die Wendepnnkte der Kurven. 

Ist aus y' = für x der Wert a gefunden, und wird für 
ihn f"(x) = Oj während f^"^^{x) von verschieden ist, so wird 
entweder ({x-^Ax) — f(x) positiv und f{x — Ax) — f{x) negativ 
oder f{x-\- Ax) — f{x) negativ und /* (a; — Ax) — f{x) positiv. 

Wir haben es dann offenbar in x = a mit einem Punkt zu tun, 
der die Eigenschaft des Punktes W der Fig. 15 hinsichtlich der 
Funktion y = f{x) besitzt. 

Ein solcher Punkt wird ein Wendepunkt der Kurve genannt. 
Ist, vgl. Fig. 17a, bei y' = 

f(x — Ax) — f(^) negativ 

und f(x-^Ax) — f(x) positiv, 

so nehmen 
mit fort- 
schreiten- 
dem X die 
(positiven) 
Richtungs- 
größen der 
Kurven be- 
ständig ab, 
bis sie in W 
den Wert 
erreichen. 
Sobald der 
Berührungspunkt den Punkt W überschreitet, nehmen jedoch die 
Richtungsgrößen von neuem wieder zu, indem sie im Positiven 
wieder emporsteigen. Dem Punkte W der Kurve y=f(x) entspricht 
also ein Minimum ihrer ersten Abgeleiteten y' = f (x), 

Ist aber, Fig. 17 b, 

f(x — Ax) — f(x) positiv 

und f{x-\-Ax) — f(x) negativ, 

so nehmen bei vorwärtsschreitendem x die (negativen) Richtungs- 
größen der Tangenten bis zum Punkte W zu, wo sie den Wert 
erreichen. Indem aber der Berührungspunkt den Punkt W über- 




Fig. 17 a. 



Fig. 17 b. 



I 
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schreitet, sinken die Kichtungsgrößen wieder ins Negative hinab: 
Dem Punkte W der Kurve y==f{x), entspricht also ein Maximum 
der abgeleiteten Kurve y' = f'{x). (Vgl. auch die Fig. 12 u. 13.) 

In Fig. 17a ist die Kurve (man verfolge sie im Sinne des vor- 
wärtsschreitenden x) bis zum Punkte W rechts gekrümmt, von 
W ab dagegen links; in Fig. 17b geht die Kurve in W aus 
linksseitiger Krümmung in rechtsseitige über. In jedem Wende- 
punkte ändert die Kurve den Sinn ihrer Eichtung. Die Folge 
dieser Kurvenwendung ist die, daß die Tangente im Wendepunkte 
die Kurve selbst durchdringt. 

Während ein Maximum oder Minimum an die Bedingung 

dy dy^ 

-— = gebunden ist, kann für einen Wendepunkt auch ^--^0 
ax ax 

dy 

sein; für ihn gilt nur, daß -r— ein Maximum oder Minimum 

Cv X 

werden muß. Nur dann kann daher die Gleichung y' = auf 
einen Wendepunkt führen, wenn der Nullwert von y zugleich ein 
Maximal- oder Minimalwert aller nur vorkommenden Werte von 

dx 

Beispiele. 

Vorbemerkung: Besitzt eine Funktion einen konstanten 
Faktor 

so besitzt sie für dieselben Werte von x Maxima, Minima oder 
Wendepunkte, für welche die Funktion 

y = f(x) 

Maxima, Minima oder Wendepunkte besitzt. (Denn der Faktor c 
bewirkt nur eine Verkürzung oder Streckung der Kurve im Sinne 
der Ordinaten.) 

A) Maxima, Minima und Wendepunkte gegebener 
Funktionen. 

1. Gegeben sei die ganze rationale Funktion 

/y»8 

Es sollen die Werte von x gefunden werden, für welche die 
Kurvey=f(x) ein Maximum, ein Minimum oder einen Wende- 
punkt besitzt. 
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Auflösung: Es wird: 

y' = aj2— 6a;+5, 

Aus y' = erge- 
ben sich die Werte 

a; = -f- 1 und 
x= -f- 5. 

Für ir= + l 
wird y" = — 4 
also negativ: 
dem Werte x= +1 
entspricht ein 
Maximum der 
Funktion. 

Für a;= + 5 
wird y" = -}- 4 
also positiv: 
dem Werte x = ^ entspricht ein Minimum der Funktion. 
E^n Wendepunkt mit ^ = ist nicht vorhanden. 

Es folgt aber aus y**=2x — 6 = der Wert a: = 3, für 
den y'" positiv bleibt: die erste abgeleitete Kurve besitzt also in 
a;==-j-3 ein Minimum, die Kurve y = f(x) selbst in diesem 
Punkte demnach einen Wendepunkt. 

Welches ist die Richtungsgröße der Wendetangente? 
2» Gegeben ist die transzendente Funktion 

y = sin X. 
Gesucht sind die Maxima, Minima und Wendepunkte der Kurve. 

Auflösung: Hier wird: 




Fig. 18. 



y = 


— COS», 


y"- 


— — smo;. 


y'" 


— — cos X. 



n 



Aus y' = folgt x = — -\~n7i. 



n 



Ist n eine gerade Zahl, so wird y" für alle Werte — + w:;r 
negativ ( — 1). Die Funktion besitzt also Maxima in den Punkten: 
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. Ist dagegen n ungerade, so wird 




Fig. 19. 



n 



t/" für alle Werte — + 7ijr positiv (-|-1). Die Funktion besitzt also 

für die Werte x=^—-\-n\ ^ + 3:7r, ... Minima. 

Ein Wendepunkt mit y'=0 ist demnach nicht vorhanden. 
Es folgt aber aus y" = der Wert x^=nn, für den y'" = + 1 wird 
Demnach sind die Punkte a:==0; a: = jr; x = 2n\ . . . Wende- 
punkte. Welches ist die Richtungsgröße der Wendetangente? 



B) Eingekleidete Aufgaben. 

3. In welcher Weise ändert sich der Inhalt eines Sehnen- 
rechtecks im Kreis, wenn man die (zn den Achsen des Koordi- 
natensystems parallelen) Sei- 
ten variiert? y 

Auflösung: Es sei in 
nebenstehender Figur ABCD 
das halbeEechteck und OA = x, 
also h = AB=±^/~r^~^^'^, 
Mithin ist der Inhalt 

J=4a:(+Vr«— a;2), 

oder, wenn wir zunächst vom 
doppelten Vorzeichen der 
Wurzel absehen, 



J=^x^/r^—x^. 

Diese Funktion erreicht 




Fig. 20 a. 



ihr Maximum bzw. Minimum für dieselben Werte wie die Funktion 



y = xV r'^' 
die wir demnach weiter behandeln. 

Lesser, Infinitesimal-Bechnung. 



X 



2 



5 
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Es wird 



y = 



r^ — 2x^- 



Aus y=0 folgt 



X 



2 



y 



ff 



2a?2_3r2 



X 



(r2— a;^)»/.- 



x = ±--V2, 



Setzen wir den positiven dieser Werte in y^* = f"{x) ein, 
so folgt t/"<0, d. h., 

die Funktion y = f{x) [und daher auch J^4xVr^ — a;^] ist 

T — 

für a;=— V2 ein Maximum; 

«• 

setzen wir aber x= — ^ V 2 in y^* = f* (x) ein, so wird y" > 0, 

d. h., die Fläche des Eechtecks ist ein Minimum. 

Der Inhalt des Rechtecks variiert demnach zwischen den 
Grenzen 



und 



4a;Vr^ — a;2 = +2r^ für x=+-V2 

= — 2r2 für a;=— ^V2. 



J=4a:Vr2 — 



X' 



Im ersten Fall ist der Sinn*) der Fläche positiv, im anderen 
negativ. 

Konstruieren wir die zu y = xSr^ — x^ gehörende Kurve, 

Fig. 20 b, so erkennen wir, 
daß wir das doppelte Vor- 




Fig. 20 b. 



*) Der Sinn einer Fläche ist 
positiv, wenn eine die Fläche 
OABCD im Sinne der positiven 
X-Achse umlaufende Person die 
Fläche zur Linken hat; im an- 
deren Fall ist der Sinn negativ. 
Hier kann man sich den Sinn 
auch so erklären: Solange Brechts 
vom Koordinatenursprung liegt, 
sieht man die Fläche des Recht- 
ecks von ihrer Vorderseite. Bückt 
A nach O, so schlägt die Fläche 
um, und wir sehen, sohald A auf 
die linke Seite von O rückt, die 
Rückseite der Fläche. 
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zeichen in + Vr^ — x^ berücksichtigen müssen. Wir erhalten 
dann aber zwei Maxima M^ und zwei Minima M^, In der Tat 
schlägt die Fläche viermal um, nämlich beim Durchgange von 
A durch 0, sodann beim Durchgang von B durch die a;- Achse, 
dann wieder, wenn A nach kommt, und schließlich, wenn B 
wieder durch die a;- Achse hindurchgeht. 
. 4. Die Aufgabe (vgl. Fig. 21). 

Aus vier gleichen Brettern soll eine Rinne zusammenge- 
fügt werden, die möglichst viel Wasser faßt. Die beiden Seiten- 
bretter stehen lotrecht. Welchen Winkel bilden die beiden 
anderen miteinander? — 




Fig. 21. 



führt auf die transzendente Funktion 

1/ = 2 sin flc -j- sin i» cos a; ^ 2 sin i» -|- ö ®^^ ^ ^' 

deren Kurve auf Maxima, Minima und Wendepunkte untersucht 
werden soll. 

Auflösung: Hier wird 

y* = 2 cos X -\- cos 2 a; = 2 cos^ x-\-2 cos a; -[- 1 ; 
2/" = — 2 sin a; — 2 sin 2 X = — 2 (1 -}- 2 cos a;)Vl — cos^x 
y"* = — -2 cos X — 4 co§ 2x = — 2 (4 cos^ a; -|- cos x — 2). 



Aus y=Q folgt 



j 



cos X 



\{±Vl-i), 



oder 



cos a;^ = 0,366 und q,o^x^= — 1,366. 
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Der letztere Wen fiUlt weg:, da der Koams eines Winkels 
an die Grenzen — 1 und -{- 1 gebonden ist: mos doft ei&ieieu 
aber eri^eben ^icb die beiden Wink^ 

tf, = are c/>ft 0,366 = 68^ 31' Sl** 

Äj =360*— «68*3l'5l"'i- 

Fär den spitzen Winkel x^ wird y nc^ntiT: für um besitzt 
die Funktion ein Maximum, Zugleich falSt die Rinne bei än^ 
Xeigung »der unteren Bretter) von 2it = 137* 3*42* die gröfite 
Wa««ermeiige, 

F&r den flberhtumpfen Winkel tc^ wird der Sinus > 1 — cos'x 
negativ, daher ^ selbst positiv. Für a^ wird also die Funktion 
za einem Minimum. Da dabei die Bretter um 2-[360*— i68*31'5l'*'ij 
gegeneinander geneigt sein mußten, hat dieses Mfnimnin for die 
Aufgabe über die von der Rinne gefaßten Wassermenge keine 
Bedeutung. — 

Um die möglichen Wendepunkte der Kurve zu erhalten, 
Hetzen wir 

y"= — 2 ("du z-{-»in2z)= — 2 sin x (1 -(- 2 cos x) = 0. 

Daraus folgt 1) 

sin x = 0, 
oder 

z = 0, n, 27f. 

Jeder der drei Werte macht y" zu einer positiven Größe, 
so daß die erste derivlerte Kurve in a: = 0, w, 2jr Maxima be- 
sitzen muß. 

Der zweite Faktor in y" = liefert 

2) l + 2co8X = 0, 

oder cos z= — — , 

d. h. es ist 2^4 

z = — 71 oder — ti. 
3 3 

Man tiberzeugt sich leicht durch Einsetzen in y'", daß die erste 

2 4 

derivierte Kurve für z= n und z = — 7i Minima besitzt. 

3 3 

Die Kurve y = 2 sin a; -f- ^ sin 2 x 

besitzt demnach ein Maximum Jf^, ein Minimum M^ und fünf 

2 4 

Wendepunkte (für a; = 0, — Ji, n, --ji, 2jr), von denen in der 

o o 

Figur nur die drei mittleren durch Buchstaben hervorgehoben 
worden sind. 



1 



IBM 



IV. Theorie der Masima nnd Minima. (J< 

Aufgaben auB der Physik. (Keflexion und Brechung.) 
Vorbemerkung: Ein Lichtstrahl, der von einem Pun 
nach einem anderen B gelangen soll, wählt stets den Wef 
dem er am schnellsten zum Ziele kommt; die vom Licht au 
Weg verwendete Zeit ist also ein Minimum. 

Aufgabe ö. Ein Lichtstrahl aus .4 wird von einer spi( 
den Fläche Mlf nach B hin reflektiert. Welche Bezit 
herrscht zwischen dem Einfallswinkel ARL = a nnd 
ßeflexionawinkel Bl£L = ß? 

Auflösung: Es s( 
Geschwindigkeit des Lic 
und AF\\SL\\ BQJ_ 
IemerAF = a, BG = l 
= d, MR^x, also j 
N rf — X. Dann ist 




und es folgt für die Zeit, die der Strahl auf den Weg . 

verwendet, 

Danach haben wir die Funktion 



zu untersuchen. 



Für sie wird 

, X d — a; 



— =r^^^ = cos FAS = cos a 

Va' + x' 



V6' + (<i — x)'' 
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ist, folgt aus y' = die Relation 

cos a = cos ß 
oder, da a und ß beide spitz sein müssen, a = ß; d. h. der 
Reflexionswinkel ist gleich dem Einfallswinkel. — Es 
bleibt noch zu untersuchen, ob für diese Relation die Zeit / wirk- 
lich ein Minimum wird. 

Berücksichtigt man die Ähnlichkeit der Dreiecke AFE und 
BOB, so findet man leicht die Beziehungen 

ad , _ hd 

X = — r-T- und d — X 



a-\-h a-\-b ' 

Führen wir diese Werte in y" = f^{x) ein, so folgt 



a^ . b^ 



2/" = 7 / ^^ x2\8/ + 



»•+i,^)T'' ('•+(^P"'-' 



Nun ist 



V 



ad 



Va + 6, 



= Va^^x^ = AR 



bd 



wobei wir gezwungen sind, AB und BB positiv zu nehmen; 
damit wird aber auch y" positiv. 

Die für den Weg ABB gebrauchte Zeit ist also in der Tat 
ein Minimum. 

Anmerkung: Die Aufgabe löst zugleich die andre: Einen 
Punkt B der Geraden MN zu bestimmen, so daß AB-\-BB 
möglichst klein wird, eine Aufgabe, die sich rein geometrisch 
mit sehr einfachen Mitteln lösen läßt. 

6. Man löse in gleicher Weise wie 5) die Aufgabe: 

Die Geschwindigkeit des Lichts in einem Medium I 
seiCjL, die in einem Medium II aber Cg. Welche Beziehung 
muß zwischen dem Einfallswinkel a und dem Brechungs- 
winkel ß bestehen, wenn der Strahl von einem Punkt 
^ in I zu einem Punkt B in II gelangen soll? 



Weitere Übungsaufgaben. 

7. Ein leuchtender Punkt bewegt sich auf einer Geraden, 
die zu einer Ebene senkrecht steht. Wie hoch muß er sich über 
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der Ebene befinden, damit ein bestimmtes Fläehenstück derselben 
am stärksten beleuchtet wird? (Hängelampe über dem Lesetisch.) 

8. Man schneide aus einem zylindrischen Baumstamm den 
Balken größter Tragfähigkeit aus, wenn die Tragfähigkeit parallelo- 
pipedischer Balken dem Produkte aus ihrer Breite und dem 
Quadrate ihrer Höhe gleich ist. 

9. Auf der Achse einer Parabel y^=2px ist ein Punkt P 
durch seinen Abstand vom Scheitel bestimmt. Man ziehe zwischen 
Scheitel und Punkt P eine zur Achse senkrechte Sehne BG so, 
daß der Inhalt des Dreiecks BCP ein Maximum wird. 

10. Auf der Verlängerung der Seite AB und auf der Seite 
AD des Rechtecks ABCD sollen zwei Punkte B^ und D^ be- 
stimmt werden, die mit dem Eckpunkt C auf einer Geraden 
liegen; dabei soll das Dreieck AB^D^ den kleinsten Flächen- 
inhalt besitzen. 

11. Von einem Dreiecke sind Grundlinie g und Höhe h bekannt. 
Man soll über der Grundline ein Rechteck zeichnen, dessen obere 
Ecken in die Dreieckseiten fallen, und untersuchen, wie sich bei 
Variation der Höhe dieses Rechtecks der Inhalt ändert. 

Warum sind / für x = h und x^o keine Minima? 

12. Von einem ebenen Dreieck ist eine Seite und die Summe 
der beiden anderen Seiten gegeben. Es soll untersucht werden, 
wann der Inhalt ein Maximum, und wann er ein Minimum wird. 

13. Der Inhalt eines geraden Zylinders, dessen Oberfläche 
gegeben ist, soll ein Maximum werden. Wie groß sind die Seiten 
des Achsenschnitts, und welchen Inhalt hat der Zylinder? 

14. Welche Form müßten die Zwanzigmarkstücke haben, 
um beim Gebrauch möglichst wenig abgenutzt zu werden? 

15. Aus den Ecken eines Quadrates von der Seitenlänge a 
werden Quadrate ausgeschnitten, deren Seitenlänge x ist. Durch 
Aufwärtsklappen der nunmehr vorstehenden Rechtecke wird ein 
rechtwinkliger Kasten hergestellt (der auf einer Seite offen ist). 
Wie groß muß x genommen werden, damit a) der Kasten mög- 
lichst viel, h) möglichst wenig Wasser faßt? 

16. Ein Körper, der aus zwei kongruenten geraden Kegeln 
mit vereinigten Grundflächen besteht, soll bei gegebener Ober- 
fläche einen möglichst großen Inhalt haben. Wie groß muß das 
Verhältnis der Seiten zum Radius genommen werden? 

17. Einer Kugel vom Halbmesser r soll a) ein gerader Kreis- 
zylinder, b) ein gerader Kreiskegel vom größten Rauminhalt ein- 
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beschrieben werden. Es wird der Halbmesser des Grundkreises, 
die Höhe und der Inhalt des Zylinders gesucht. 

18. Aus einer gegebenen Kugel vom Halbmesser r soll das- 
jenige gerade dreiseitige Prisma mit gleichseitiger Grundfläche 
herausgeschnitten werden, dessen Inhalt möglichst groß ist. Wie 
groß muß die Höhe gewählt werden? 

19. Einer Halbkugel soll derjenige abgestumpfte Kegel ein- 
beschrieben werden, der den größten Mantel hat. Wie groß wird 
der Radius der Endfläche? 

20. Welcher von denjenigen geraden Kreiskegeln, die den 
konstanten Inhalt / besitzen, hat die kleinste Mantelfläche? 

21 — 25: Bestimme die Maxima, Minima und Wendepunkte 
der Kurven 

21. y = a;2 — 5x+2 

22. y = - 2x'^—6x — 3 

o 

x^ 

23. y=-- 2x2-f5x — 3 

3 

24. y=a;* — 4a;' — 30a;^ — 208^+16 

4t x^ 

25. y = -. 

X — 2 



Der Krümmungskreis. 

Haben zwei Kurven y = fix) und y^g{x) einen P 
y„ gemeinsam, so können sich die Kurven in diesen 
schneiden oder berühren; es schneiden sich die Knrvei 
die Richtnngsgrößen ihrer Tangenten verschiedene Wertt 
wenn also ist 

nnd sie berühren sich, wenn 

ist. 

Befriedigen die Koordinaten x^, y^ die Gleicl 
y = ^(ir)ünd y = j?(a;) zagleich, und ist f'{x)^g'{x), 
man, die Berührung (oder Oskulation) beider 1 
sei von der ersten Ordnung. 

Die Berührung ist von der zweiten Ordnung, w 
einen bestimmten Wert von x ist 

g—f; g'-f; f-f; 
von der dritten, wenn zugleich ist 

? = /■; ff'=f; 9"^f"; g"=r". 

u. s. t. 

Eine Gerade kann mit einer Kurve höchstens e 
rähmng der zweiten Ordnung besitzen. 

Denn, ist die Gleichung der Geraden y^mx-\-q, 
gegebenen Kurve y^f{x), so wird die Gerade zur T; 
wenn f'(xj = m 

ist, und . nta^o + ö^/^W- 

Jetzt ist für die Gerade nur mehr eine weitere A 
möglich, und diese wird 

y" = 0. 

Soll also die Berührung von Kurve und Gerade ■ 
zweiten Ordnung sein, so muß auch 

sein, d. h. der Punkt x^ ist ein Wendepunkt der Kurve y 
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Wir erhalten daher den Satz: 

Die Tangente besitzt mit ihrer Kurve im allgemeinen 
eine Oskulation der ersten Ordnung; nur die Berührung 
der Wendetangente ist von der zweiten Ordnung. 

Damit ist zugleich eine neue Definition des Wendepunktes 
gegeben. 

Erklärung: Ein Kreis, der mit einer Kurve eine Be- 
rührung zweiter Ordnung besitzt, heißt ein Berührungs- oder 
Schmiegungskreis der Kurve; der reziproke Wert des Radius 
dieses Kreises gilt als Maß der Krümmung. 

Aufgabe: Gegeben sei die Gleichung einer Kurve 

y=f{x). 

Man soll die Konstanten |, ri, q des Krümmnngskreises 

für einen bestimmten Knrvenpunkt finden. 

Auflösung: Zur Ermittelung der drei Größen ^, rj, Q stehen 
uns drei Gleichungen zur Verfügung: 

1=9', f = 9 ; / =9 , 
wobei y = 9(^)=^V^ ^Q^ — (^ — f)^ ist. 
Danach wird: 
(9 =f=) f{x) = fj+VQ^ — {x-Sf 1) 

oder, wenn wir in 2) und 3) 

setzen, 

/'(x) = ^ + Vß^ — (a;-f)^ 1-) 

n-)=-^ . . .' 2') 

r(^)=-^. n 

Aus 2') folgt 

^—^ = — {y — ri)f{^) 4), 

wodurch zunächst die Kreisgleichung {x — |)^ -|- (y — ^)^ = Q^ 



V. Der KrümiiiHngskreis. 
übei^eht in 

(y-,)'rW + (»-?)•-?• 

oder 

, {y — vTii-\-f'{^)-) = Q- . ■ ■ ■ 

Dadurch wird 3') zu 

y—v 

und wir erhalten, indem wir nach rj auflesen 

''-'+-r(,j - ■ ■ ■ ■ 

Danach folgt aus 4) 
und aas 5) 

(1 +/>)•)■'. 
^~- r(')"' 

Um diese Formeln iibersiehtlicher zu gestalten, se 
dx 

a+p')p 



wodurch wird i^nf — 

1 = U + 



9 
l±p' 
1 



Vereinfachen wir weiter, indem wir das Bogendiffe 
einführen, so wird 



1— i/ 



9 \dx) 
^ 9 Kdxl 
9 \dxl 
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Die Elimination von x und y aus den Gleichungen II und III 
und der Gleichung y=f{x) führt auf eine neue Funktion /"(f , 17) =0, 
die den Ort der Mittelpunkte aller Krümmungskreise der Kurve 
darstellt. Man nennt diese Kurve die Krümmungsmittelpunkts- 
kurve oder Evolute. 

Beispiele: 

1. Man soll den Krümmungsradius q für den Wendepunkt 
einer Kurve bestimmen. 

Auflösung: Da für jeden Wendepunkt einer Kurve r]==f{x) 

t," = r (x) = 

wird, folgt aus III' sofort 

^ = 00, 

d. h. : In jedem Wendepunkte streckt sich die Kurve vollständig 
aus; ihre Krümmung — verschwindet. 

2. Han soll (> ^} Q ^ür den Krümmnngskreis der Parabel 

bestimmen. 

Auflösung: Hier wird 



dy a a 



2 



^~ dx~ y' ^~ y^ 
da 



dx y y 

Danach gehen die Formeln la bis Illa über in 

ö /a* + yM / a^\ , a^ + y* 



y \ y" 



>(-a='+"^ 



oder, auf einen Nenner gebracht und y^ = 2aa; gesetzt, 

f = a-|-3a:, la) 

^ = y— 4-V«'+y = — ^, . . . . IIa) 



— y \ a^'j a 

Eliminieren wir nun aus den Gleichungen 

y^=2axi | = a + 3x; rj= — --.y 

Cm 



3 



V. Der Krümmungskreis. 
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\3 



X und y, so wird 

oder, implizit, 

27a^2 — 8(f — a)» = 0. 

Das ist die Gleichung 
einer Neilschen Parabel, wie 
sie in Fig. 23 dargestellt ist. 

Man, diskutiere die er- 
haltene Formel! 

3. Es sollen die Krüm- 
mungsradien in den Haupt - 
und Nebenscheiteln der Ellipse 

- + ^=1 



bestimmt werden. 

4. Es sollen die Krüm- 
mungsradien in den Scheiteln der Hyperbel 




Fig. 23. 



X 



2 



y 



a' 



= 1 



berechnet werden. 
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dt dt*' 

Bewegt sich ein Punkt eo, daß er in gleichen Zeiten gleiche 
3 zurücklegt, so wird die Bewegung eine gleichförmige 
nnt. Man versteht dann unter der Geschwindigkeit den 
in der Zeiteinheit. 

War also der Punkt während t Zeiteinheiten in Bewegung, 
hat er während dieser Zeit die Strecke s zurückgelegt, so 
ie Geschwindigkeit c 

8 

c ^ - = konst. 
jricht dem kleinen Zeitraum At die Wegstrecke Ja, so ist auch 



diese Gleichung bleibt auch bestehen, wenn wir von At zu 

»ergehen, wofür wird 

ds , ,, 

c=-^- = konst IJ 

Bewegt sich der Körper ungleichförmig, so ist die 
iwindigkeit v in einem bestimmten Zeitpunkt ebenfalls durch 
erhältnis des Weges zur Zeit für die Dauer eines unbeschränkt 
en Zeitteilchens gegeben. Es ist daher auch für die un- 
iförmige Bewegung die Geschwindigkeit v 



•-dl "' 

. aber nicht mehr konstant, sondern variabel. Ge- 
llt die Änderung der Geschwindigkeit nach einem bestimmten 
z, etwa wie bei der gleichförmig beschleunigten oder ver- 
ten Bewegung, so ist v selbst eine Punktion der Zeit: 



VI. Die Quotienten. 79 

Verstehen wir nun unter der Beschleunigung y die Zu- 
nahme der Geschwindigkeit in der Zeiteinheit, und erfährt im 
Zeitintervall Ai die Geschwindigkeit die Änderung z(v, so ist 

^~ At' 
oder, wenn wir von der Differenz A t zum Differenzial übergehen, 

'=ii 2> 

Ist die Bewegung eine gleichförmig beschleunigte, so ist die 
Beschleunigung zu jeder Zeit dieselbe, und daher 

dv d^8 

ist die Bewegung aber eine ungleichförmig beschleunigte, so bleibt 

dv de 

auch y = -T7 variabel. Beachten wir die Relation t7 = -^-, so 
dt dt 

dv 
geht die Gleichung 7 = -tt über in 

d (d8\ d^8 

'^~Ji\dt)^'W 

Der erste Differenzialquotient des Weges nach der 
Zeit stellt danach die Geschwindigkeit, der zweite 
Differenzialquotient die Beschleunigung dar. 



Eliminiert man zwischen den Gleichungen 

de ^ dv 

— - = V und -r- = y 

dt dt ^ 

(oder da = vdt und dv = ydt) 

das Differenzial dt, so erhalten wir 

ds V 

dv y 

oder yd8 = vdr, 3) 

eine Differenzialformel, die wir später werden anwenden müssen. 



Bemerkung: Die Erdbeschleunigung werde im folgenden 
(zum Unterschiede von y) mit g bezeichnet. 

Beispiele. 
1. Für einen frei fallenden Körper besteht die Beziehung 



8 — ^t^ 
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Mithin ist seine Geschwindigkeit zu der Zeit t 

de 

und seine Beschleunigung 

'd^~^' 

Die Bewegung eines frei fallenden Körpers ist dem- 
nach eine gleichförmig beschleunigte. 

2. Für einen in harmonischer Bewegung befindlichen Punkt 
besteht für die Entfernung von der Mittellage die Beziehung 

, 2nt 

wo T die Schwingungsdauer des Punkts und a seine Amplitude ist. 
Danach ist seine Geschwindigkeit zu der Zeit t 

äs 2 7ia 2jit 

-T- = — T^r- COS — z=— 

dt T T 

und seine Beschleunigung 

d'^8 4ji*a . 27it 

2nt 
oder, da asin— ^ = « 

ist, 

d^8 4jr^ 

di^^~~W^' 

Die Beschleunigung, die der Bewegungsrichtung entgegen- 
gerichtet ist, ist eine Funktion der Entfernung von der Gleich- 
gewichtslage, und damit auch eine Funktion der Zeit t. 

Die Bewegung ist daher eine ungleichförmig be- 
schleunigte. 



Dritter Abschnitt 

Die Integralrechnung* 

I. 

Das Integral und die Integration. . 

Unter dem Integral von f(x)dx versteht man die Funktion 
F{x), deren Ableitung die Funktion f(x) ist. Es besteht dem- 
nach die Gleichung 

dF{x) = f(x)dx, 

eine Beziehung, die wir, unter Anwendung des Operationszeichens 
für die Integration, auch schreiben 



F(x)=(f(x)dx. 



Die Integration ist daher nichts anderes als die Um- 
kehrung der Differenziation. Sie hat die Aufgabe zu lösen, 
aus dem Differenzial einer Funktion diese selbst aufzufinden. 

Nach diesen Erklärungen folgt 

und, wenn y^f{x) ist 

y=Uy=\f\x)dx = f{x). 



Indem man eine gegebene Funktion 

w = (p(x) 

als die Derivierte y* einer Funktion f{x) auffaßt und aus w = (p{x) 
die Funktion y = f{x) herleitet, erhält man zugleich zu der Kurve 
w = (p(x) eine neue Kurve y = f(x). Diese Kurve heißt die 
Integralkurve der Kurve w = (p{x). 

Lesser, iDfinitesimal-BechnuDg. 6 
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Beispiele einfachster Integration. 

1. Man soll dy^dx integrieren. 
Auflösung; Da f, ^ C. 

ist, folgt y^x. 

2. Man soll dy = xdx integrieren. 

Auflösung: Da d{x^^2xdx. 



ist, folgt 



l^y=\'^—\i[^'. 



3. Han soll dy = Q^dX integrieren. 

Auflösung: Da d(x'^) = Zx^dx, 



ist, folgt 






4. Han soll dy^coc^dx integrieren, wobei c eine Kon- 
stante bedeutet 



also 



Auflösung: Da 

d (c a;"+i) = c (n + 1) X" (i ar. 



ist, folgt 






6. Man soll dy^cx~'dx integrieren. 
Auflösung: Da 

d (c x-^) = — 2cx-^dx 



I. Das Integral und die Integration. 
ist, folgt 



und demnach 



y= lca;~*da;^ — — c 



6. Man soll dy = \%3i^ :^\dx^%3i^dx — 5ar- 

integrieren. 

Änflösung: Da das Differenzial einer Summe gleich 
Summe der Differenziale ist, wird auch umgekehrt das Int 
einer Summe gleich der Summe der Integrale sein müssen, 
der Tat ist 

SO ist umgekehrt 

= (f{x)dx+{'p'{x)^'>. 
Verfahren wir danach in unserer Aufgabe, so erhalten wir 

y^ {{Ax'dx — 6 ar-* dx)= 3a;* da;— 5 x-^ d x , 
oder, wenn wir ausführen 



Das allgemeine und das partikuläre Integral 

Gegeben sei die Aufgabe: 
Es soll die Integralkurye der Abgeleiteten 
y'^x^ — 6 05 + 5 
koDstraiert werden. 

Auflösung: Um die Gleichung der gesuchten Kurve 
finden, integrieren wir die aus 

y' = ^ = a:* — 6a:+5 
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e Differenzialgleichung 

d y = («' — 6x~\-b)dx 



-h 



-b)dx = 



der Fig. 24 ist die gegebene abgeleitete Kurve Btark aas- 
i; die hier gefundene Integralktirve ist mit k bezeichnet 

n ist aber die Funktion y'^x^ — 6 a: + 5 nicht nur die 

te der soeben erhaltenen Funktion j/ = -^ Sx^-\- bx, 

allgemein jeder Funktion 



worin C eine belie- 
bige, willkürliche 
Konstante darstellt: 
wir erhalten dem- 
nach als Integral von 
dy ^ f(x)dx nicht 
nur 

sondern eine ganze 
Scharvon Integralen 
und somit auch von 
In tegralkurven ; 
» -/■« + !, 

y=f(x) + z, 

;, = /(,) + «, 
worin n jede belie- 
bige, ganze oder ge- 
brochene konstante 

irstellen kann. Aus der Schar aller Integralkurven sind 

24 einzelne eingezeichnet worden, 

Ehrend demnach zu einer Grundfunktion nur eine, 

bestimmte Funktion als Derivierte gehört, besitzt 
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umgekehrt jede Derivierte eine ganze Schar von Inte- 
gralen, die eich jedoch lediglich durch eine &d6' 
Konstante anterscheiden: 

Danach ist das vorhandene Integral anbestimmt, solan 
nicht möglich ist, die „Integrationskonstante C ihrem 
nach zu ermitteln. 

Man nennt lf(x)dx^f(x)-\~C das allgemeine In 

und die durch Einsetzen bestimmter Werte tat C erhaltene 
partiknlären Integrale. Das in unserer Aufgabe 



gefundene Integral war also ein partikuläres, daC = gesetz 
Die Darstellung der partikulären Integrale in Fig. 24 lä 

Bedeutung der Integrationskonstanten leicht erkennen: 
Setzt man im Integral a; = 0, so folgt 

y=c. 

Die Konstante G ist demnach eine Ordinate, und zwt 
Ordinate des Punktes der y-Achse, durch den die partil 
Integralkurve geht. 

Bei vielen Anwendungen ei^bt sich der Wert der Konst 
aus der Natur der Aufgabe, wie folgende Beispiele lehren: 

1. Es aoll die GeschwiDdigkeit eines frei fallenden Eö 
berecliDet werden, die dieser nach t Sekunden (vom Ä 
der Bewegung an gerechnet) besitzt. 

Auflösung: Da wir wissen, daß die Beschleunigung 
frei fallenden Körpers die Erdbeschleunigung g ist, erhalte 
die Gleichung 

dv 

oder 

dv^^gdl. 
Danach wird 



= Ldi^j, di = 



--gi-\-c. 
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worin c eine zunächst willkürliche Konstante darstellt. Nun ist 
aber zu Beginn der Bewegung t = o und v = Of also mnß auch 
c = o sein, und wir erhalten 

2. Man bestimme den Weg, den ein frei fallender Körper 
in t Sekunden (vom Beginn der Bewegung an gerechnet) zurück- 
legt unter der Voraussetzung, daß der Körper seine Bewegung 
beginnt 

a) mit der Geschwindigkeit Vo = o, 

b) mit einer Anfangsgeschwindigkeit Vo=^Va (die ihm 
durch einen einmaligen Stoß in der Fallrichtung erteilt wurde). 

Auflösung für a: Da 

d^8 dv 

ist, folgt zunächst 

v==\gdt = gt'{-v^, 

oder, da v^ = o sein soll, 

v = gt. 

Es ist ferner 

da 



'=1^-^'' 



also wird 

8 = 



Ltdt = ^t^-{-8^. 



Nun war aber zu Beginn der Bewegung 8 = o und t = o, 
also wird auch 8^ = o, und es folgt 

8 = it^ 

2 

Wie gestalten sich die Verhältnisse unter der Voraussetzung 6? 



m. IntegraUormeln und ihre Anwendung. 
III. 

Die Integralformeln und ihre Anwendung 

Aus den im zweiten Abschnitt hergeleiteten Differenzialfoi 
ergeben sich folgende Integralformeln! 

Ans folgt 

I. d(f{x) = ^(x))=r{<^)'ix-i-v'{x)d, 1. 



=J/'(^)d:r+|y'{^ 
= f(x) + <p(x)-\-0*) 
2.Lr(_x)dx=^cjf{x)d 



2. d(c-nx)) = cd{f(x)) = cf'{x)d. 
= cf(x)-\-C 

3. d{x«) = nx''-idx 3. \x'>dx = --^-\-C 

i. dBmx = iMaxdx 4. 1 cosxdx = sinx -{-C 

5. dcoax^—ünxdx 5, Rinxdx = — co8a;-|- 



.Je, 
'•'"*'~iSfi f^f-^ — tgx + C 

'■'''*'=-ifc 'f^^? »tg.+C 

Sin * J sm*a; " ' 

8. dlogx^'^dx 8. f^ = l^+C+i(=« 

J X löge 

9. d[z^ = a'iad« 9. ia'dx = ^-\-C 
10. d{e') = ^dx 10. re*Ä3: = e" + C 

11. ■ = arc8ma;- 



*) Die beiden entstehenden IntegratioDskonstnatea sind in eine snsai 
gefafit worden. 

**) Man beachte die Formel für d (arc cos x). 
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12. d(^ctg x) = YZr^ 12. 1 Tq^ = arctga; + C 

= — — arc cotg X + c*) 

Diese Zusammenstellung lehrt, daß wir nur eine ganz ge- 
ringe Zahl von Differenzialformen sofort integrieren können. So 
kennen wir z. B. keine Funktion, deren Derivierte etwa tg x 

oder — wäre; also können wir die Integrale 

Vaa;^4" ^^i^ + ß 

y= tg xdx oder y= — , 

auch nicht ohne weiteres ermitteln. Es mag noch erwähnt sein, 
daß nicht wenig Differenziale sehr schwer und nur annäherungs- 
weise integrierbar sind. Sie aber kommen für uns nicht in Betracht. 
Wir behandeln im folgenden einige Differenziale, deren Inte- 
grale sich nicht nach den Formeln l)bis 12) direkt herleiten lassen, 
deren Integration aber häufig notwendig wird. 

A. Integration dnrch Substitution. 

Aufgaben. 

düfj 
1. Man soll ; — integrieren. 

x-\-a 

Auflösung: Führen wir u = x-\-a als neue Variable ein, 
so geht unser Diff erenzial , da d(x-{'a) = dx==du ist, über in 

du 

u 
und wir erhalten (nach Integralformel 8) 



C_dx__ C 



= l^ = K-)+^ 



= Z(a;-f a)+C. 
2. Man bestimme in gleicher Weise 

_C dx 

Resultat: y = l{x — a)-\-C. 



*) Man heachte die Formel für d (arc ctg x). 
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8. Man soll co» {x -{-djdx integeren. 

Auflösung: Setzen wir a:-j-« = ^> also dx = du, so wird 

cos(x-{'a)dx= I Qos u du = sin u-\'C 

(4) =sin(jr + a)+C. 

4. Man bestimme in gleicher Weise 

y = j sin (a + x) dx 

Resultat : y = — cos (a -f- ») -|- C. 

5. Desgleiclieny= sin (ax-\-b)dx'j y= (tos{ax-{-h)dx. 



Resultat: 



y = — cos(aa;-|-^); y = — sm{ax-\-h). 



6. Es soll 



±bx) 
integriert werden. 



_ r dx 

^ J cos2(a 



Auflösung: Setzen wir a^bx=Uy so vfirddx = ^^du, und 





(6) 



^""J cos2(a + 6iry""-yJcos^^""-6"^^ 



= 4:y tg(a + fea;). 



7. Desgleichen 



_r di 

^""J sin^(a 



8. Desgleichen 

y=\ COS (^-^j dx; y= 1 sin ^-^j dx. 



X 

Substitution — = u. 

n 



9. Man soll 



y=\\l — cos X dx 
bestimmen. 



=J^ 
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Auflösung: Setzen wir cosa; = cos^ — — sin^^> so wird 



1 — cos a? = 1 — cos^ — 4- sin^ ^ = 2 sin^ — 

II u u 



und daher 



-J 



= VT 



COSiC 



X 



rfa?= V2 sinf^jtia:. 



Substituiert man nun -^ = 2, so folgt 



(5) 



y= 1 Vi — cos a; da; = 2 V2 sin2dz = — 2 V2 cosaj + C 

=— 2V2cos-|-+C. 

10. Man verfahre in entsprechender Weise mit 

y= r/l-f-cosa; da:. 



11. Hau soll das Integral 



y 



auswerten. 



J Vä 



dx 



^ — ac* 



Auflösung: Wir schreiben 



y 



r da; _ 



/* dx 



a 



V'-er 



X 



und setzen — = 2, also dx = adz. Dann folgt 

a 

dx 



(") ^=Jv^=Jvi=r=^''«^^'^^+^ 



= arc sin( — ) -|- C. 



12. Man soll das Integral 



H 



dx 



a^-^-X' 



meinem Werte nach bestimmen. 



in. Integralfonneln nnd ihre ÄnweuduDg. 
Anleitnng: Man schreibe y = 



« IJ+.' a-j^^ 



setze — = z und integriere nach 12. 

13. Xan soll 

dx 

ys + Sx — 16ic^ 
iDtegrieren. 

Aullösnng: Formen wir den Radikanden des Nennen 
wie folgt, 

3_|_8ar— 16a;*=(3+l)— (1— 8x+16a;^ = 4 — (1— ^ 
und schreiben nnn 

dx 



dx 



JV3r|-8a: — 16«' 



r dx 

jy*— (1—4 ^^~ 



Denn, set 

Igt 

y~-^^^ ijyr— a* ;^-arcco82i- 



so läßt sich die Integralformel 11 anwenden. Denn, setzei 

1 — *aT , , , dz 

= 8, so wird dx^ - , und es folgt 



14. Man soll 



dx 



integrieren. 

Anleitnng; Man forme den Radikanden im Nenner i 

\ c ' 4 c* 4 c* — c / 

[iac+b^ i h _ VI 



Nun setze man ■■■ ■ ■-; — = ni^ a;j_--— -^z und verfahi 
4c* ~ 2c 

in 13. 
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15. Man integriere in entsprechender Weise (An- 
wendung von 12) 

dx 

a-\-hx-\-cx^' 

B. Partielle Integration. 

Sind u und v zwei Funktionen von a;, so ist 

d{uv) = udv-\'Vdu 
oder 

udv^d{uv) — vdu 
Daraus folgt 

I t^c2t; = i^t; — veZw 13) 

Diese Formel führt die Integration der Differenzialfunktion 
udv auf die von vdu zurück und kann somit Erleichterung in 

der Bestimmung des Integrals \ udv gewähren. 



udv 



Aufgaben: 

1. Man soll 

dy = lx dx 
integrieren. 

dx 
Auflösung: &e!tzt mB,n Ix = u, dx = dv, soistdtt = — und 



X 



v=a?, und es folgt aus 12) 

dx 
X 



I lxdx = lx»x — I i 
= X'lx — j ( 



X 

dx==xlx — X, 
2. Es soll 



dy = x*^lX'dx 
integriert werden. 

Anleitung: Man setze lx = u, also x*^dx = dv und ver- 
fahre wie in 1. 

3. Man soll 

dy = X »m X ' dx 
integrieren. 

Auflösung: Setzt man x = u, also sin xdv = dv^ so wird 
du = dx und v = — cosrr. 
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Danacli folgt aus 13) 

J.sln... = ..(-eos.)-J(-e.s.).. 

= — 3:co8a;-|- l cosxdx 
= — X C08 X -{- sin x-\-C, 
4. Man soll das Integral 

auswerten. 

Anleitung: Man setze x^^u; cosxdx = dv. 

6. Itlan soll 

ÄJ/ = arc »inx-dx 
integrieren. 

Auflösung: Setzt man arcsina:=^«; dx = dv, a 



au^=— j- und v = 

Vi— a;^ 



Mithin ist 



oder, da 



r . . c xdx 

V^= I arc sin x-ax= x arc sin x — — - , 

J jVl~x' 

J Vi — a:' 
ist, 

p= arc sin xdx = x-(irc sin x -{• Vi — x^. 
Man löse in entsprechender Weise die Anfgt 

6. y= are tg xdx 

7. y= x-e'^dx 

8. Es soll 

integriert werden. 

Auflösung: Setzt man hier cosx = m, cosxdx = 
du^ — s'mxdx; w^sinar. 
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so wird 

y == j cos^ xdx = cos X sin X — j sin x ( — sin x) dx 

= cos ir sin a; -f- sin^ xdx. 

Damit scheint zunächst nichts gewonnen, da man für das 
unbekannte Integral cos'^ xdx das ebenfalls unbekannte j sin^xdx 

erhält. Es ist aber 

sin^ xdx= I (1 — cos^) dx = l dx — j cos^c^a; 

und folglich 

y = I cos^ xdx = cos a; sin a; -|- M^^ — cos^ dx 

2 cos^ aJt^a; = cos a: sin a; -|- M^^ 
oder endlich ^ 



I cos^ dx = — (cos a; sin a: -[- x) 



9. Man integriere in gleicher Weise 

dy = sm^xdx, 

IV. 

Das bestimmte Integral- 

Es soll der Weg gefunden werden, den ein mit 
gleichförmiger Geschwindigkeit c sich bewegender 
Körper vom Zeitpunkt ^j bis zum Zeitpunkt ^^ zurücklegt. 

Auflösung: Es ist 

und demnach für f^ ä^ = vtj^-\-C 
und für t^ s.^ = vt^ -\- C 

Für den im Zeitraum t^ bis t^ zurückgelegten Weg gilt daher 

oder C ^ f , 

s= I vdt — vdt. 
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Wir erhalten hier als EesBltat die Differenz zweier Integrale, 
deren Integrationskongtanten die gleichen sind und eich daher 
tilgen. Auf eine solche Differenz aber wird jede Anfgal 
müssen, die aus dem allgemeinen Integral ein bestimmi 
heransgreift und dessen Wert bestimmen läßt. 

Denn: wie die Differenziation einer Größe y den ti 
kleinen Bestandteil von y, das Element dy, liefert, muß ui 
die Integration von dy wieder das ganze y, also die Snn 
Elemente dy zum Ganzen, ergeben. Ist nun 

das allgemeine Integral von dy and entspricht dem Wei 
J.= !dy-f(a)+C 

und dem Werte 6 

-m + C; 



so stellt 



-h' 



= (dy-(dy = fia)-fib) 



die Summe aller Difterenziale dy für das Intervall vo 
bis x^a dar. Indem wir so die Differenziaie nur i 
bestimmter Grenzen der unabhängig Variablen addieren, 
wir uns zugleich von der Integrationskonstanten tinal 
das Teilintegral 



J = J- 



= rfy— dy 



hat die dem allgemeinen Integral y^ I dy anhaftende Unb 
heit verloreUj es ist zu einem bestimmten Integral g« 

Ist dy = f{x)dx, 

so schreibt man das bestimmte Integral 

y=\{{xdx-[f{x)dx) 
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in der Form *=* 



y= \f{^)^^^ 



oder einfach * 

y- 



[f{x)dx, 



b 

wobei a die obere, 6 die untere Grenze, des Integrals ge- 
nannt wird. 

Aufgaben: 

1. 

Bestimmung von Bogenlängen s (Rektifikation). 

1. Es soll die Länge des Halbkreises (r = l) bestimmt werden. 

Auflösung: Nach Seite 22 ist das Differenzial des Bogens 

Aus der Gleichung des Kreises 

x^-\-y^ = l 
ergibt sich aber 

dy X 

xdx-f-ydy = oder — — = , 

€vX y 

wodurch wird 



ds 



=^^V'+(-f)-fv-+»'. 



oder, da x^-{-y^=l und y^Vl — x^ ist, 

_ dx 

d8 = 



yi — x' 



Nun ist nach Integralformel 11 

C dx ' \ n 

8 = — -— — = = arc sm x -+- C , 

und, da wir für den Halbkreis von x = — 1 bis x = -|-l zu 

differenzieren haben, 

+ 1 



8 



r dx 

= -^= = arc sin (+ 1) — arc sin ( — 1) 
JVl-x^ 



~^ ' ji\ I n 



2) \ 2 
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Fig. 25. 



2. Welchen Weg beschreibt ein Pnnkt der Peripherie eines 
Wagenrades von der erstmaligen Berührung mit dem Erdboden 
bis znr nächsten? 

Auflösung: Ist P der 
Punkt, dessen Weg von A 
bis A' gefunden werden 
soll, M der Mittelpunkt des 
Eades, B sein Berührungs- 
punkt mit dem Erdboden, 
wenn das Rad sich um den 
Winkel t = PMB gedreht 
hat, und MP = MB = r, so ist 

^ ^ = Bogen P^ = r^ 
und 

x=AF=AB — PO=^rt — rsmt = r{t — smt) 

y = PF = MP~MO = r — rGOSt = r{l—cost). 

Die Elimination von t zwischen den Gleichungen 

x = r(t — sin t) 
y = r(l — cos t) 

führt auf die Gleichung der Kurve, die der Punkt P beim Eollen 
des Rades durchläuft (Radkurve oder Zykloide). Wir können 
jedoch die Gleichungen sofort benutzen, um ds zu bilden, und 
müssen dann von tj^ = bis t^==2 7€ integrieren, um die Länge 8 
der Kurve von A bis A' zu erhalten. 

Es ist dx = r(l — cos t)dt 

dy = rsmtdt, 
also 



ds = Vdx^dy^=r'\/{l — 2cost+cosH) + sm'^td't=rV2 — 2costdt. 
Setzen wir nun 



d8 = r ' y2Vl — cos t dt 



= rV2yi- 



cos^^ + sin^^dt=rV2 



t 
2 



1/2 sin 



^^i]dt=2rsm(i]d 



t 



und beachten, daß dt = 2d[ — ] ist, so wird 

d«=4r8in(|)rf(| 

Lesser, Inflnitesimal-Rechnung. 
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Nun wird 

^ds =Jd. -[4'-^in(f)<f) = 4rJsin(i)d(f) 

oder 8 = — 4 r (cos n — cos 0) = — 4 r ( — 1 — 1) = 8 r. 

Indem das Wagenrad also eine Umdrehung macht, legt der 
Punkt P einen Weg zurück, der genau gleich dem 8 fachen 
Radius ist. 

3. Es rolle nun der Kreis mit dem Eadius r auf einem 
anderen mit dem Eadius R, ohne zu gleiten. Man stelle 
die Gleichung der Bahn auf, die ein Punkt P der Peri- 
pherie des bewegten Kreises durchläuft, und suche die 
Länge des Wegs. 

Ä = r; jB=2r; jB = 3r;... 

4. Es rolle der bewegte Kreis mit dem Radius r in 
einem anderen mit dem Radius R, Welches ist die 
Gleichung der Bahn und ihre Länge? 

jB = r; Ä=2r; Ä=3r;... 

5. Die Aufgabe: Man soll die Länge des zwischen X\ und 
Xt liegenden Bogens der Ellipse 

ermitteln, 

mag in ihrer Lösung zeigen, daß selbst verhältnismäßig einfache 
Kurven auf recht komplizierte Integrale führen können, deren 
Auswertung uns hier versagt bleibt. 

Aus der gegebenen Gleichung folgt 

^ a 
und daher dy — hx 



dx a^Ja^ — x'' 



Mithin folgt 



..-..V,+{ll)'=.,l/^- 



.2 

wobei a? — 62 = e* gesetzt wurde, 
und 

{a'^ — e^x'^dx 



_ 1 
a 



dxVa^—e^x'' 1 



Va^ — x^ a 

«1 



y(a2_x2)(a* — e^a;^) 
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Das ist ein sogenanntes elliptisches Integral, das sich weder 
durch algebraische Funktionen, noch durch die bisher bekannten 
transzendenten Funktionen ausdrücken läßt. Zu seiner Auswertung 
sind besondere, hier nicht zu verfolgende Hilfsmittel notwendig. 

2. 

Bestimmung der Flächen ebener Kurven 

(Quadratur). 

Vorbemerkung: Ist x = f(x) die Gleichung einer gegebenen 
Kurve, so ist das zwischen der a:-Achse des Koordinatensystems 
und den beiden Ordinaten y und y-\'Ay liegende, von dem 
Kurvenbogen As begrenzte Flächenstück um so eher als ein 
Trapez anzusehen , je kleiner A y (und mit ihm A s) wird , da 
dann As nahezu zu einer Strecke wird. In diesem Trapez ist 
die eine Grundlinie die Länge y, die andere die Länge y-^Ay 
und die Höhe A z. Gehen wir nun von A x zu dx über, so wird 
der Flächenstreifen unendlich schmal und sein Inhalt 

i^y + y + dy^^_ dydx 

2 ^ ^ 2 

oder, wenn wir das Produkt dydx, das eine unendlich kleine 
Größe der zweiten Ordnung darstellt, gegen das erste Glied 
vernachlässigen, und das Flächenelement mit dF bezeichnen, 

dF = ydx. 

Durch Integration erhalten wir somit die gesuchte Fläche 

F= [ydx. 
1. Es sei die Parabel ! 

gegeben. Man soll die Fläche berechnen, die dnrch die beiden 
Ordinaten a?i = 1 und a^ = 6 begrenzt wird. 

Auflösung: Hier ist 

6 6 

3' i 215 



F== \ydx= \x^dx==— — 

J J 3 3 



3 3 

1 1 

2. Man berechne in gleicher Weise die Fläche 
zwischen den Abszissen und 9; 3 und 12; 4 und 7 . . . 

3. Desgleichen für die Parabel ay^x^. 

7* 



F= \ydx= l4a;V«daj = 4 1 a;'/« dx = 



L3 
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4. Die Gleichung einer Parabel sei 

man soll die Fläche zwischen a^i = und 0(^ = 6 berechnen. 

Auflösung: Hier wird 

y=z4:'\/ X 

und folglich 

6 5 5 

= «f5V._0«A 
^ 


Wir haben hier nur die Fläche zwischen den Abszissen x^ = 
und ajg = 5 im ersten Quadranten des Koordinatensystems erhalten. 
Da im vierten Quadranten eine kongruente Fläche liegt, schneidet 
die Sehne x = b von der Parabel die Fläche ab 

o 

5. Man berechne für die Parabel y^ = 9x die Fläche 
zwischen Xj = 4 und x^ = 2b. 

6. Man soll die Fläche berechnen, die die Zykloide 

x^r(t — sin f ) 
y = r(l — cos f) 
mit der of^-Achse einschließt. 

Auflösung: Es wird hier 

dx = r{l — cos t) dt 
und daher 

F= \ydx=r^Ul — oosi) (1 — cost) dt = r^ Ul — co&tydt. 

Befand sich für t = der Punkt am Boden, so wird er das 
nächste Mal den Boden erreichen, wenn t = 27t ist. Im ersten FaUe 
ist x^ == 0, im anderen x^ = 2rn. Wir haben demnach das Integral 
für die Grenzen t^ = bis t^ = 2 7t zu bestimmen und erhalten 

F = r^ \{1 — cbsty dt ==M{i — 2 00^1-^00^^1) dt 



2jz 2ji 2ji 

oder 
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Die beiden ersten Integrale lassen sich nach unseren Formeln 
sofort auswerten: es ist 



und 






dt = t-\-G 



cos tdt = sin t-\-C 



das dritte aber lösen wir mit Hilfe der Formel 



\udv = uv — \v 



durch partielle Integration, wie sie in Aufgabe 8, Seite 93, vor- 
genommen wurde, und erhalten so 

r 1 ^ 

I cos^ tdt = — cos ^sin ^ -|- ^ • 



Setzen wir ein, so wird 
F = r 



2n 










2n 



r 
~2 



2 



St — 4 sin ^ -}" si^ ^ ^^^ t 







2n 



r 
~2 



2 



St — sin < (4 — cos t) 






3-2jr — 







oder 



Die gefundene Fläche ist daher dreimal so groß wie die des 
rollenden Kreises. 

7. Setzt man in Aufgabe 4) der Seite 98 i? = 4r, so 
erhält man als Kurvenbahn die Astroide. Welches ist 
der Flächeninhalt dieser Kurve? 

{X ^^^^ T cos t 

Anmerkung: Die Lösung der Aufgabe kann deswegen be- 
sonders empfohlen werden, weil sie vorzüglich geeignet ist, die 
partielle Integration zu üben. 

8. Man soll die Fläche bestimmen, die die Sinus- 
kurve y = sina; mit der a;- Achse bildet. 
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3. 

Der Inhalt von Rotationskörpern (Kubatur). 

Vorbemerkung: Es sei y = /*(a:) die Gleichung einer Kurve, 
die um die ä- Achse rotiert. Legen wir durch x und x-{-dx 
zwei zur a;-Achse senkrechte Ebenen, so schneiden diese aus dem 
Rotationskörper ein kegelstumpfartiges Raumelement aus, das wir 
bei der unendlich kleinen Höhe d x als Zylinder ansehen können^ 
da sich die Grundradien y und y-^dy durch keinen endlichen 
Unterschied auszeichnen. 

Der Inhalt des Zylinders d V ist dann 

d V = 7iy^'dx, 

wodurch wir das Integral erhalten 



'!' 



y^dx. 



1. Beispiel: Man soll den Inhalt des geraden Kreiskegels 
bestimmen. 

Auflösung: Bezeichnen wir die Höhe des Kegels, dessen 
Spitze im Koordinatenursprung liegen und dessen Achse mit der 
rc-Achse zusammenfallen möge, mit Ä, den Grundkreisradius mit r, 
so ist, wenn wir im Punkte x der a;-Achse eine senkrechte Ebene 
legen und den Radius des so erzeugten Kreises mit y bezeichnen, 



r 
xiy = h',r oder y = — x. 



h 



Mithin wird 



r^ 



d V = n'T^x'^'dx 



h h 

.2 ^2 /» ^2 



\7iy^x^dx = 7ii-^ Ix^dx 






T- h^ 1 



.2 



h^ S 3 

Integriert man zwischen den Grenzen x^ = ä^ und x^ = h^, 
so erhält man den Inhalt eines Kegelstumpfes 



7t r^ 



^(Ä/-V). 



IV. Das bestimmte IntegroL J03 

2. Man bestimme in gleicher Weise den Inhalt der 
Kngel mit dem Radius r. 

3. Desgleichen den Inhalt der Kagelzone. 

4. Die Parabel 

rotiere um die ar-Achse. Man soll das Volumen des Rota- 
tionsparaboloids zwischen ar,^0 und 3t, = o bestimmen. 
6. Die Ellipse 



rotiere um die a:-Achse. Welches ist der Inhalt des 
entstandenen Rotationsellipsoids? 

6. Man löse dieselbe Aufgabe, wenn statt der Ellipse 
die Hyperbel 



Aufgabea ans der Physik. 

I. Herleitang der Formel für die Schwingongsdaner eines 
mathematiBchen Pendels. 
Es sei l die Länge OÄ des Pendels, 

BA die halbe Amplitude der Schwin- 
gung und P die Pendellage zur Zeit (. 
Durchläuft das Pendel im Zeitelement dt 
das Bogenelement da, dem der Winkel 
d(p zugehöre, so Ist zunächst 

d3^ld(p 1) 

Zerlegt man die im Punkt P wir- 
kende Erdbeschleunigung in zwei Kom- 
ponenten, von denen die eine in die ( 
Richtung des Radius OP fällt und 
demnach ohne Wirkung ist, von denen 
die andere tangential angreift, so er- 
kennt man als ihre Größe 

y = — 9'sln95, ... 2) 
Wir erbalten dann unter Anwendung Jder Differenzlalformel 
vdv^yds 




Fig. 26. 
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(vgl. Formel 3 der Seite 79) 

vdv== — g sin q)'l'd<p, 
oder, nach Integration 

—— = gl cos q) -\- G . ...... 3), 

worin G die Integrationskonstante bedeutet. Nun wird für (p = a 
die Geschwindigkeit des Pendels gleich 0; oder 

= gl cos a + C 3'); 

subtrahieren wir 3' von 3, so folgt daher 



v^ 



2 
oder 



= gl (cos q) — cos a) 



v = ^rr = -^ = V2 gl (cos w — cos a)~ 
dt dt ^ 

Indem wir diese Gleichung nach dt auflösen, wird 

V2gri(cos9? — cosct) V2(cos9? — cos«) '^ 9 

und wir erhalten für die Zeit t, die der pendelnde Punkt von 
der Ruhelage B bis zum Umkehrpunkt A gebraucht, 



a 



VIJ 



«=l/^- **^ 



V2(cos99 — coscc) 



Die erhalten^ Formel läßt sich unter der Voraussetzung, 
daß a ein sehr kleiner Winkel ist, durch eine einfachere Nähe- 
rungsformel ersetzen. Entwickelt man nämlich cos q) und cos a 
nach Mac-Laurin in eine Reihe, 

cos 99=1— — + -^-^ [-. . . 

% 4 
cosa=l — — + -^^ [-..., 

so darf man wegen der Kleinheit von a und cp die vierten 
Potenzen gegen die zweiten vernachlässigen, und man erhält 



oder 



cos 9? — 


■ cos a — 


2! 


2! ' 


2 (cos tp ■ 


— cos a) ■■ 


-a^- 


-cp\ 
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Damit geht unser Integral über in 



=v1JvÄ-VI 



yv- 



das ist, nach DifferentiaUormel 11, 

( = 1/ — arc sin — ^ (arö sin 1 — arc sin 6) 1/ — , 
r ff L « J 'ff 

oder, da arc sin l = -~, arc sin o^o ist, 



Wl 



IL 

Auf eine ganze Amplitude, d. h. auf den Weg von Ä nach C, 



bzw, von G nach A, wird also die Zeit 



^ ff 



II, SchwerpunktsbestimmungeD. 

Vorbemerkung; Ist P das Gewicht eines Körpers und z 
der Abstand seines Schwerpunktes von einer beliebigen Momenten- 
ebene, so ist sein statisches Moment P-z. Läßt sich der ganze 
Körper in einzelne Teile zerlegen, deren Gewichte pj, p^, pg . ■ ■ 
sein mögen, und für die die Abstände x^, x^, x^, . . . der Schwer- 
punkte von der Momentenebene sich irgendwie ermitteln lassen, 
so ist, da i*^Pi +P3 + Ps + - ■ ■ ist, 

Ol + Ps + Ps + ■ ■ ■) ^ = ?'l *^l + Pä ^s + P» ^8 + ■ ■ ■ 

oder Pi ^1 -\- Pi ^ii -h Ps "'s ~\- ■ ■ ■ ■^Pi ^t 

~" Pi + Pa4-P3 + --- ~ ■2'pi 
Da bei homogenen Körpern (wie solche überhaupt hier voraus- 
gesetzt werden) die Gewichte der einzelnen Körperteile deren 
Volumen v^ proportional sind, läßt sich für 1 auch setzen 
2v^ X. 
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handelt es sich um den Schwerpunkt einer Fläche F, bzw. einer 
Länge Zr, und sind die Flächenteile f^, die Längenelemente i^, sa 
geht 2 über in 

'—k '^> 

bwz. Zl.x- ^,. 

^=^ 2^)- 

Es sei darauf hingewiesen, daß für die Momentenebene eine 
Momentenlinie gesetzt werden kann, sobald die Abstände der 
Teile /^, l^ von der Momentenebene in eine Ebene fallen. 

Wir haben zunächst angenommen, daß die Raum-, bzw. 
Flächen- oder Längenteile v^ (f^, l^) endliche Größe besitzen. 
Lassen wir sie unendlich klein, also zu Differenzialen dV {dF, 
dL) werden, so stellen sie sich als Funktionen ihrer Abstände x 
von der Momentenebene (bzw. der Momentenlinie) dar, und unsere 
Gleichungen 2 gehen über in 



xdV 



hLj_ 

\ dF F 



3) 



xdF 



3 a) 






xdL 



3 b). 



Beispiele. 

1. Es soll der Schwerpunkt eines Kreisbogens AB auf- 
gefnnden werden (vgl. Fig. 27). 

Auflösung: Es sei in Fig. 27-45 der gegebene Bogen, 
der Mittelpunkt seines Kreises, als OA = OH=OB = rf dabei 
OH die Halbierungslinie des Zentriwinkels A0B = A=2a, MM 
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sei die Momentenlinie, die wir 
durch parallel zur Sehne 
AB legten. ^ 

Nun gehört zu Aq? die 
Bogenlänge Ab^^rAq), also 



zu dq) die Länge db = rd(p^ A 
und der Abstand des Bogen- 
elements db von MM ist 
a? = rcos9?. Daher folgt als 
statisches Moment von db 
u = rd(p-rco&q) = r^ cos q)dq) 
und als das des ganzen Bogens 

-\-a 




=/ 



Jtf = I r* cos (pd(p = r^ cos (pdq?. 






— Ä — a 

Da aber die Länge des Bogens ist 

6= I rdcpf 

— a 

SO wird 



i 



cos 99(i(p 



a 



r^ (sin a — sin ( — a)) 2 r^ sin cc r sin a 



+ a 



r(« — (— «)) 



2ra 



a 



rrf99 



In der Physik pflegt man der erhaltenen Formel eine etwas 
andere Gestalt zu geben: man setzt die Länge des Bogens 6 als 
bekannt voraus und schreibt zunächst 

2 r^ sin a 



nun ist 2r sin «==«, d. i. die zu dem Bogen AB gehörige Sehne; 
also ist 

2. Man soll den Schwerpunkt eines Dreiecks be- 
stimmen« 
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Anleitung: Man lege das Koordinatensystem so, daß die 
a:- Achse mit einer Höhe des Dreiecks und der Ausgangspunkt 
dieser Höhe mit dem Koordinatenursprung zusammenfällt. Sodann 
wähle man die y- Achse als Momentenlinie. 

2 

Resultat: z = ---h; d. h., der Schwerpunkt eines Dreiecks 

3 

liegt auf der Parallelen zur Grundlinie, die im Abstände von 

^/gÄ von der Spitze gezogen sind. 

3. Man soll den Schwerpunkt eines Kreisausschnittes 
bestimmen. 

Anleitung a): Man zerlege den Ausschnitt durch Radien 
in unendlich schmale Elemente, die man als Dreiecke auffassen 
kann, und bestimme den Ort der Schwerpunkte aller dieser Ele- 
mente. In der erhaltenen Linie denke man sich die Masse der 
Fläche vereinigt, und bestimme nunmehr den Schwerpunkt der 
Linie. 

Anleitung b): Man lege die Momentenlinie durch den 
Mittelpunkt des zum Kreisausschnitte gehörenden Kreises, parallel 
zur Sehne des Sektors und verfahre entsprechend wie bei 1. 

^ , ^ 2 r sin « 8 

Resultat: z = --- =. . 

3 a 3a 

4. Es soll der Schwerpunkt eines Kreisausschnittes 
bestimmt werden. 

[Kombination der Aufgaben 2 und 3.] 

Man soll den Gnldinselien Satz zur Bestimmung von Rotations- 
flächen herleiten. 

Auflösung: Rotiert eine Kurve y = f{x) um die «-Achse, 

so ist; wenn das Bogenelement d8 = 'V{dxy'\-(dyy den Abstand 
y von der x- Achse hat, das Moment des Bogenelementes in Be- 
ziehung auf die a;- Achse 

u = yVWy'-\-idyf 
und das Moment des ganzen Bogens 



Nun ist 



■ [y V(dxy 



M=lyV{dxy-^{dy)\ 



2 7iyV{dxy + (dyy 
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der Mantel des Zylinders von unendlich kleiner Höhe da, den 
das Bogenelement bei der Rotation um die a;-Achse erzeugt, und 

demnach /• , 

= 2n\y^/{dx')-\-{dyf 

die Oberfläche des ganzen Rotationskörpers. 

Nach den vorangegangenen Aufgaben ist aber y'^{dQc)'^-\-{dyy 

das statische Moment des ganzen Kurvenbogen 8 in Beziehung 
auf die a;- Achse, oder 



J' 



y^/{dxf-^{dyf = 8^z, 
Daraus folgt, daß 

0=271Z' 8 

In Worten: Die Oberfläche eines Rotationskörpers wird 
gefunden, wenn man den vom Schwerpunkt des Bogens während 
einer Rotation dnrchlanienen Weg mit dem Bogen multipliziert. 

Man leite einen entsprechenden Satz für die Be- 
stimmung des Inhalts eines Rotationskörpers her. 

Dabei ist die Vorbemerkung der zu 3 gegebenen Aufgaben 
der Seite 102 zu beachten. 

III. Bestimmung von Trägheitsmomenten. 

Vorbemerkung: Dreht sich eine. Masse Jf um eine Achse, 
und ist R der Abstand ihres Schwerpunktes von dieser Achse, 
so wird das Produkt MK^ das Trägheitsmoment der Masse ge- 
nannt. Sind m^, mg, ^3, . . . Teile der Gesamtmasse M und 
^1? ^2> ^8> • • • di® Abstände ihrer Schwerpunkte von der Dreh- 
achse, so ist 

oder, wenn mr^ das Differenzial von MR^ ist. 



mR" 



mr^. 



Aufgaben: 

1. Man soll das Trägheitsmoment T einer mit Masse gleich- 
mäßig belegten Strecke von der Länge a bestimmen, wenn die 
Strecke in einem ihrer £ndpnnkte auf der Drehachse senk- 
recht steht. 
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Auflösung: Ist m die Masse auf 
der Strecken einheit, so ist mdx die des 
Streckenelementes dx, und T==mz^dx 
das Trägheitsmoment des Elements. Dem- 
nach ist 



»■«■■■ 
dx 






T= \mx^dx==m{— — -^) = 



ma 



8 



Fig. 28. 



War aber m die Masse der Strecken- 
einheit, so ist die Masse M der ganzen 
Strecke 

Jbf = wa, 
wodurch die erhaltene Formel übergeht in 

3 • 
2. Man soll das Trägheitsmoment T einer mit Ma^se gleich- 
mäßig belegten Strecke von der Länge a bestimmen, die die 

Drehachse in der Entfernung e recht- 
winklig kreuzt 

Auflösung: Man lege durch AB 
die zur Drehachse yy senkrechte Ebene 
und ziehe in ihr xO parallel zu AB, 
\m^08±AB. Ist dann u4S=p,/SjB=g, 
also in der Figur a?a = + p, ^i = — 9., 
so hat ein im Punkte P befindliches 
Streckenelement vom Punkt 0, also von 




B 



der Drehachse, die Entfernung V?-f-^ 
Bezeichnen wir wieder mit m die Masse 
der Streckeneinheit, so ist mdx die des 
Streckenelements und dessen Trägheits- 
moment 

x = mdx{e^-\-x^ 

Mithin ist das der ganzen Strecke 



Fig. 29. 



T = mrj^+a;^)rfa; = me2(p + ^) + m^^^i^ 



mip-^-q) 



.2 



+ 



rp^ — rpqj^q 



2 



Es ist aber die Masse des ganzen Stabes 
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daher wird auch 

T = M 

Liegt die Strecke AB zu 08 symmetrisch, so wird 'p = q 



e* + ^(p'-p? + 3^ 



a 



und damit 



T = M[e 



2 



+S- 



3. Ein Rechteck mit den Seiten a und h drehe sich nm 
das (auf seiner Ebene) im Halbierangspnnkt O von a errich- 
tete Lot Es soll das Trägheitsmoment bestimmt werden. 

Auflösung: Denkt man sich 
die Fläche des Rechtecks durch Pa- 
rallelen zur Seite a in unendlich 
schmale Flächenstreifen zerlegt, so 
sind die Trägheitsmomente dieser 
Elemente aus Aufgabe 2 bekannt als 



M 



(«•+3- 




Denkt man sich ferner die 
Masse M des Elementes über dx, 
in einem Punkt von solcher Ent- 
fernung z von der Drehachse kon- 
zentriert (Trägheitsmittelpunkt), daß 
das Trägheitsmoment unverändert bleibt, so ergibt sich 



Fig. 30. 



if.^ = if(e^ + ^), 



oder 



a 



2 



^*=i^^+^- 



Nun können wir für die Masse M des Flächenelements madx 
setzen, wobei dann unter m die Masse der Flächeneinheit ver- 
standen ist. Dann wird aber, da c = a; wird, 



T = madx[x^-{- 



2 



a 
T2> 



und 
T 



m 



4 



a 



2' 



x^-^—-]dx = ma 



3 "^ 12 



m 



-S+?)- 
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Nun ist M = mah die Gesamtmasse des Rechtecks, also folgt auch 

4. Man löse die Aufgabe 3 unter der Voraussetzung, 
daß die Drehachse durch den Schwerpunkt des Recht- 
ecks geht. 

a^ _L 52 ^2 

Resultat: T = M — -^ — = M—- [c = Diagonale]. 

5. Eb soll das Trägheitsmoment eines Rechtecks gefunden 
werden, dessen eine Seite in die Drehachse fällt. 

Auflösung: Ist h die Länge der in die Drehachse fallen- 
den Seite, a die Länge der anderen, so ist das Flächenelement 
über dx gleich hdx und seine Masse mhdx. Demnach wird 

T = x'^'mhdx 
und _ o _ 

mo x^dx = 



T = mh [x 



3 ' 

oder, da ma 6 die Masse M des ganzen Rechtecks ist, 

6. Man soll das Trägheitsmoment eines geraden Kreis- 
zylinders bestimmen, der sich um seine geometrische Achse 
dreht. 

Auflösung: Ist r der Radius des Grundkreises und h die 
Höhe des Zylinders, so ist das Volumen des Zylinders mit dem 
Grundkreis (^ = x) 

v^ = 27ixh 
und das des Zylinders mit dem Radius x-\-dx des Grundkreises, 

v^==27i(x-{-dx)h^ 
also das Volumen der zylindrischen Röhre mit der Wandstärke d x 

v = 2jtxdx'h. 
Da der Abstand dieses Volumelementes von der Drehachse x 
ist, folgt als sein Trägheitsmoment 

i = mx'^'27txhdx = 2jthmx^dx 

und als das des ganzen Zylinders 

T=^ \m'27ihx^dx=27zhm Ix^.dx 

Jo Jo 



Tir^h 



m 
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Es ist hier M = m7ir^h, also wird auch 

T=-M. 
2 

Man bestimme ferner die Trägheitsmomente 

7. eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten a, 
6 und der Hypotenuse c. Die Drehachse sei senkrecht zur Drei- 
ecksfläche und gehe durch den Halbierungspunkt von c. 

c^ 
Resultat: T^=M-, 

8. eines gleichschenkligen Dreiecks mit dem Schenkel c 
und der Grundlinie a. Die Drehachse gehe durch die Mitte von 
a und stehe auf der Ebene des Dreiecks senkrecht. 

Resultat: T = M — -^ — , 

36 

9. einer Kreisfläche, die um einen Durchmesser rotiert; 
Resultat: T = M 



r2 



4' 

10. einer Kreisfläche, die sich um das im Mittelpunkt 
auf der Ebene errichtete Lot dreht. 

Resultat: T=^M—. 

2 



Die Keplerschen Gesetze. 

Jede Zentralbewegung setzt voraus, daß ein mit einer be- 
stimmten Bewegungsrichtung versehener Körper P eine dauernde 
Anziehung nach ein und demselben Punkte Z hin, dem Zentrum, 
erleidet. Unter Einwirkung beider Kräfte, der Tangentialkraft 
und der Zentripetalkraft, beschreibt P um Z eine gesetzmäßig 
gestaltete, ebene Bahn. 

Macht man den Punkt Z zum Ursprung eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems, so ist jederzeit die Lage des Körpers in der 
Ebene sowohl durch die rechtwinkligen Koordinaten (x, y), wie 
auch durch die Polarkoordinaten (r, (p) bestimmt, wobei ist 

x = rcosq?, 

y = rsm<Pf 

x^-\'y^ = r^ 

Lesser, Infinitesimal-Rechnang. o 
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Es sei nun 

8 die in der Zeit t von P durchlaufene Bogenlänge, 

V die Geschwindigkeit zur Zeit t und 

y die Zentralbeschleunigung im Zeitpunkte t. 

Zerlegen wir die Beschleunigung y in zwei Komponenten, 
von denen die eine der a?- Achse, die andere der y- Achse parallel 
läuft, so ist die erstere 



dt 



2 



= — ycosq), 



und die zweite 



d^y 



X y 

da cos 99 =—, sin 99 = — ist, können wir auch schreiben 

T T 






dr ' r 

dt" ^ r 



1) 



Von diesen beiden Gleichungen gehen wir aus, um die 
beiden ersten Keplerschen Gesetze zu beweisen. 

I. 

Multiplizieren wir die erste der Ausgangsgleichungen 1) mit 
y, die zweite mit x, so erhalten wir zwei Gleichungen, deren 
rechte Seiten gleich sind; damit wird 

d'^y d'^x ^ «\ 



dt" ^ dt 
Da nun 

d^y d^x d ( dy dx 

^lÄ^~^~d^^ d~tV'di~^~dt 
ist, folgt aus 2) 

dy dx 



-.7-^17 = ^ ^) 



worin G die Integrationskonstante darstellt. 
Führen wir in 3) ein 

x = r cos (p 
y = r sin q) , 
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also dx = cos (fdr — r sin cpd^ 

d y == BixL(p dr -\- r Q.0^ (p d (p , 
so erhalten wir 

/ . dr . dcp\ . ( dr , dw\ 

r cos 9? l sm 99 3- + r cos q) /-] — r sino? I cos w -,- — r sma? 3^ =C, 
\ dt atj \ dt dtj 

oder, vereinfacht, 

"t-<= ■ *) 

oder 

r^d(p = Cdt 4^ 

r^dw rds 
Es ist aber rdq? der Bogen da und demnach — — -^ = 

der Sektor über ds, d. h. das Differenzial dF der vom Radius vector 
in der Zeit t bestrichenen Bahnfläche F, Durch Integration folgt 



-=/^=j^=f'+'. 



worin k = sein muß, da für ^ = auch F = wird. Demnach ist 

Q 

F= ~t = ct, 

d. h. der Radiusvector bestreicht in gleichen Zeiten 
gleiche Flächen der Bahn. 

II. 

Da wir unter y die Zentripetalbeschleunigung verstanden 

haben, diese aber nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz —^ 

sein muß, so erhalten wir aus der Gleichung 

d'^8 m 

durch Multiplikation mit dr 



ydr = -^dr, 



und durch Integration 



I 



m 



ydr = [-a, 5) 



r 



wobei a die Integrationskonstante darstellt. 

8' 
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Um das Integral der linken Seite durch einen anderen Aus- 
druck zu ersetzen, multiplizieren wir die erste unserer Ausgangs- 
gleichungen 1) 

dv * r dv * T 

mit dx, die zweite mit dy, und addieren die so erhaltenen 
Gleichungen. So erhalten wir 

_ d^ y , ^ d^ X y / , , , n 

^^-^^■\'^y-^i = — ^{^^^^'y^y). 

oder, nach Division durch dt, 

dt dt^'^ dt dt^~ rVdt'^^dtJ' ' ' ^ 
Nun ist 



dx d^y ^.dy d^ X 1 d 
dT~d¥^~di'd¥^2^t 



7i?y+W'' 



1 d fdaV 1 d^ ^^ 



AdtJ ' \dtj J 2dt\dtJ 2 dt 



wobei unter v die Geschwindigkeit des Körpers P verstanden 
werden muß. 

Ebenso ist 

dx . dy 1 d . ^ . «. 1 d . ^ i ^ dr 

Danach formt sich die Gleichung 6) um zu 



oder 



2 dt^ ^ r 2 dt 

d{f) = — 2ydr. 



Daraus folgt 



I 



v^ 



ydr = - g, 



wodurch 5) übergeht in 



v^ = 2 a 7) 

r ^ 

Mit dieser Gleichung, die die Geschwindigkeit v als eine 
Funktion des Radiusvector darstellt, haben wir weiter zu operieren. 

Wir setzen wieder 



-T-vm^, 
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also in Rücksicht auf die Gleichungen 

dx^ cos q)dr — r sin (pd(p 
dy = sin 99 eZ r -f- ^ cos q)dq) 
da 



^=^=Ji^('^'")*+('-'^^)*- 



So erhalten wir aus 7) zunächst 

'^)+"(S)=^— . ■ • ••■«) 

oder, wenn wir schreiben 

dr dr d<p 
dt dtp dt 

und mit Hilfe der Gleichung 4) 

d(p C 



2 



dt r 

dw 
den Quotienten ~~ eliminieren, weiterhin 

dt 



oder 



Sf+-0'-¥^— . 



dq) V 



2mr3 — 2ar* — CV^ 



oder endlich 



^<P = ^^J^^ 



Cdr 



V2mr^ — 2ar^ — C^r^' 



• Integrieren wir nun, indem wir zugleich die neue Variable 

1 1 du 

u=— einführen, so erhalten wir, da dann r=— und dr = =: wird, 

r u u* 



r —Gdu 

^^jV2mu—2a — C^u- * 



Dies Integral läßt sich nach Anleitung der Aufgabe 14, 
Seite 91, auswerten. Formen wir nämlich den Eadikanden im 
Nenner um, wie folgt: 



m^ _ \ /_„ « . . m^^ 



2mu—2a — C^u^=[-^—2aj — \C^u^ — 2mu + -^ 
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und setzen 


nun 


m 


so wird 




dS — Cdu, 


also 







f, 



dC 
und unser Integral erhält die Form 



^ J vw-e 



^'i: 



i/-(ij 



Nach Integralformel 11) ist dann 

(p = arc cos ( -7-] -\- «, 



(wobei « Integrationskonstante) und es folgt 

m Cm 

^ ~ r~V 

k~ ~ 



Cu- 
^ C 



^ — 2a y-^,-2a 



= cos (99 (x). 



Lösen wir diese Gleichung nach r auf, so erhalten wir 

C 



Wr 



^ + cos 



V3 / O^ 

__2a i4-cos(99— «)yi — 2a^ 



oder, 



C 



2 



m 



VC"* 
1 — 2a^ = 



gesetzt, 



1 -\-e cos (99 — a) 



9) 



Das ist aber die Gleichung eines Kegelschnitts, und zwar 
die einer Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem e <^1, 
6 = 1, £ ^ 1 ist. 
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In der Gleichnng 9) spricht sich das zweite Keplersche 
Gesetz aas, demzufolge die Bahnen der Planeten Kegel- 
schnitte sind. Da sie geschlossene Kurven darstellen, si: ' 
Ellipsen. 

III. 

Das dritte Keplersche Gesetz besagt, daß die 
drate der Umlaufszelten zweier Planeten sich wii 
Kuben der großen Achsen ihrer Bahnen verhalten. 

Zum Beweise des Gesetzes eliminieren wir zwischei 
Gleichungen 



\dt) 



'^y+r^f^Y-?"* 



UtJ 



und 



dt 



d 
oder nach dt aufgelöst, 



dr 1 /2 »» 

di^ V~r ^~ 



V2m C 



V2tr 



Bevor wir an die Integration herantreten, formen wir 
Benutzung der Substitutionen, mit deren Hilfe wir die Ell 
gleichung 9) erhielten, nämlich 









^-,.niyi-2a^,=,. 


um. 


Aus 


dieser 


1 Gleichungen folgt 


-'•)". 


oder, 


wenn wir 


die halbe große Achse 


mit 9( bezeichnen, 



da ja 3 = 91(1 — f*) ist. Zugleich wird 0'' = mä(l- 
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dt = 



Damit geht aber die Gleichung 10) über in 

r\ßär 
f m 



rdr 



i/o ^2 or/i «^ V2 2lr— r^ — r^ + r«« 

1/ 2mr — ^r^ — m2i(l — e^) ' 

Formen wir weiter um, so ergibt sich 

r\/ — dr 
Y m 



dt = 



va 



2 ^2 



£■ — («— r)' 



und also 



V mjy?l*£« — (81 — »•) 



i 



• • 



11) 



Zur Auswertung dieses Integrals schreiben wir 

rd 
rdr 



J 



V%U^ — {% — r) 



2 



Ms) 



V-(V) 



und substituieren 



81 — r 

2l6 



also 



<ir 



r = 2l — %€z und 7^ir- = 

Sic 



=4rJ=-'^'' 



danach wird 
rdr 



I 






= 31« 



V9l*£2— (21— r)^ 

Beide Integrale sind sofort ausführbar, da 






dz 



Vl-z"" 



und 



Vi— Z' 
dz 



= (i(arcsinz). 



Somit geht unser Integral über in 



jv9t^f--(9i-r)- [ j^^y^ 



%e 



dV^-e 



2 „2 



(31 — r)* + 31 



_«/ 



P( 



'K' 



-f-Sl alarcsin 



2l£ 



. 21 — r^ 
arc sin ^ 



IV. DitB bestimmte Integra). 

und folglich die GleichuEg 11) in 

( = — "^/^ [ \dVW^—m^^f -h ffl jdUrc sin - 

Lassen wir die Bewegung des Planeten im Per 
beginnen, so ist, wenn r^ den EadiuBvector des 
zeichnet, 

dann Ist der Radius des Aphels r^,^2Sl — r^, und 
die halbe Umlaufszeit des Planeten, wenn wir ( : 
Grenzen r^=r^ bis r^r^ bestimmen: 

^Y(t"— f/ — (31 — r)^+aarcsin| 

Ist r^T , SO verschwindet die Wurzel in der« 

mer, während der zweite Summand den Wert Mar 

annimmt; ist aber r=^r„, so wird die Wurzel ebei 

3r 

und der zweite Summand zu % arc sin ( — 1) ^ , 

folgt für ( 

und für die ganze Umlaufszeit T=^2t 
-"an. 
Indem wir diese Gleichung quadrieren, erhalt« 

Mit der Herleitung dieser Gleichung aber ii 
Keplers che Gesetz bewiesen. 



-V^[- 



y-sVI« 



